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1 ZEITDISKRETE SIGNALE

1 Zeitdiskrete Signale

Um einen Einstieg in das bevorstehende Thema der diskreten oder zeitdiskreten
Signale zu finden, will ich mit einer Analyse des Begriffs ,diskrete Signale“
beginnen.

Es stellt sich zunédchst die Frage, was diskret eigentlich bedeutet. In der
Mathematik heifit eine Teilmenge M der reellen Zahlen diskrete Teilmenge,
wenn es zu jedem Element x von M ein offenes Intervall gibt, das x enthélt und
sonst keine weiteren Elemente von M. Die Elemente einer diskreten Menge sind
anschaulich voneinander isoliert, getrennt.

Beispielsweise ist die Menge der ganzen Zahlen eine diskrete Teilmenge der
reellen Zahlen. Die rationalen Zahlen sind dagegen nicht diskret, denn z.B. fiir
die Zahl 0 gibt es kein offenes Intervall, das aufler 0 keine andere rationale Zahl
enthélt.

Kombinieren wir dies nun mit dem Begriff des Signals, als physikalisch mess-
bare Grofle, welche sich iiber die Zeit verdndert, so kommen wir zum diskreten
Signal und koénnen folgende Definition aufstellen:

Ein diskretes Signal besteht aus zeitlich oder rdumlich getrennten Teilen
(zum Beispiel sind Rauchzeichen und Morsezeichen diskret). Zu unterscheiden
ist das Signal vom Signaltriiger, der bei der elektrischen Ubertragung von Mor-
sezeichen ein kontinuierlicher, elektrischer Strom ist.

Man kann also unter einem diskreten oder zeitdiskreten Signal eine Folge
von reellen oder komplexen Zahlen verstehen:

{zlnl}nez = {---, 22, x[-1], 2[0), 1], =[2], - - -} (1)

Mit n € Z wird ausgedriickt, dass n eine ganze Zahl ist und den Bereich
von Minus bis Plus unendlich durchlauft. Eine solche Folge, welche ein diskretes
Signal représentiert, erhilt man beispielsweise durch Abtastung eines zeitkon-
tinuielichen Signals x(¢):

2[n] = 2(t) le=nr (2)

Der n-te Abtastwert z[n] ist identisch mit dem Gewicht xz(nT) des abgetas-
teten Signals aus folgender Gleichung;:

“+oo

vs(t) = > x(nT)(t — nT) (3)

n—=—oo

x5(t) ist dabei das abgetastete Signal und setzt sich zusammen aus der Ad-
dition der um ein Vielfaches von T verschobenen Duplikate des Dirac-Impulses
und deren Gewichte, welche durch die Abtastwerte x(nT') reprisentiert wer-
den. Der Wert z[n] muss jedoch nicht durch Abtastung gewonnen werden. T’
stellt in diesem Fall das Abtastintervall dar und ist gleich dem Reziproken der
Abtastfrequenz f,:

-+ (W

Da die vorherige Schreibweise mit den geschweiften Klammern unhandlich
ist, wird im Folgenden mit z[n] der n-te Abtastwert, aber auch die ganze Se-
quenz, bezeichnet. Ob es sich um eine Sequenz oder einen Abtastwert handelt

T



1.1 Zeitdiskrete Elementarsignale 1 ZEITDISKRETE SIGNALE

8[n] uln]

Abbildung 1: Einheitspuls und Einheitsschritt

wird dabei aus dem Kontext ersichtlich. Es ist darauf zu achten, dass z[n] nur
flir ganzzahlige Werte von n definiert ist, im Gegensatz zum abgetasteten Signal
xs(t), welches zwischen den Abtastpunkten Null ist. Damit es leichter fillt, ein
diskretes Signal von einem kontinuierlichen Signal zu unterscheiden, wird bei
diskreten Signalen die Vereinbarung getroffen, die unabhéingige Variable n zwi-
schen die eckigen Klammern zu setzen. n wird dann als Zeitindex oder diskrete
Zeitvariable bezeichnet.

Im Folgenden wird nun auf drei Klassen von zeitdiskreten Signalen einge-
gangen. Das sind zunéchst die zeitdiskreten Elementarsignale, periodische und
kausale diskrete Signale und als drittes diskrete Energie- und Leistungssignale.

1.1 Zeitdiskrete Elementarsignale

Unter dem Oberbegriff zeitdiskrete Elementarsignale sollen hier drei Folgen an-
gesprochen werden, die Impulsfolge, die Sprungfolge und die komplexe Expo-
nentialfolge.

Die Impulsfolge, auch als Einheitspuls oder diskreter Diracpuls bezeichnet,
hat fiir alle n # 0 den Wert Null und nur fiir n = 0 den Wert Eins. Schaut man
sich Abbildung 1 an, wird der Bezug zum Diracimpuls deutlich. Die vollstandige
Definition ist wie folgt:

[ 0:n#0
ol ={ {inZ o)

In Analogie zur kontinuierlichen, kausalen Schrittfunktion wird die Sprung-
folge, auch Einheitsschritt genannt, definiert. Auch hier kann die Sprungfolge
als das diskrete Pendant der Schrittfunktion bezeichnet werden.

anl={ 5 o)

Als kleine Erweiterung zum Einheitspuls soll noch die Folge d[n — i] erwéhnt
werden, welche den um i Abtastintervalle verschobenen Einheitspuls darstellt.
Mit ihrer Hilfe ist es méglich jedes diskrete Signal x[n] nach folgender Vorschrift
in seine Einzelteile zu zerlegen:

x[n] = Z x[i]d[n — 1] (7)
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x[n] z[1]6[n — 1]
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Abbildung 2: Sdgezahn zerlegt in zeitverschobene, gewichtete Einheitspulse

Analog zu Formel (3) aus der Abtastung, setzt sich das Signal z[n] zusam-
men aus der Addition mehrerer verschobener Einheitspulse und dem durch x[i]
symbolisierten Gewicht zum Abtastintervall i. Abbildung 2 zeigt die Zerlegung
eines Sdgezahnimpulses in seine zeitverschobenen, gewichteten Einheitspulse.

Als letztes will ich mich nun der komplexen Exponentialfolge widmen, wel-
che auch als , diskrete, komplexe Sinusschwingung® bekannt ist. Thre Definition
basiert auf der Abtastung der komplexen Exponentialfunktion:

z[n] = Xel?mfonT (8)

X ist der Scheitelwert oder die Amplitude, f, die Frequenz der komplexen
Exponentialfunktion. Der Scheitelwert irritiert im Zusammenhang mit Expo-
nentialfunktion ein wenig. Verdeutlicht man sich jedoch, dass sich die komple-
xe Exponentialfunktion nach der Eulerschen Formel als Addition der Cosinus-
schwingung und dem Produkt aus imagindrer Zahl j und der Sinusschwingung
ergibt, so macht der Scheitelwert durchaus Sinn. Die in der komplexen Expo-
nentialfunktion vorhandene Zeitvariable ¢ wird im diskreten Pendant durch das
n-fache des Abtastintervalls ersetzt.

Zerlegen wir die komplexe Exponentialfolge in Real- und Imaginérteil, so
erhalten wir, analog zur komplexen Exponentialfunktion, die Cosinus- und Si-
nusfolge:

R{Xei2mIonTy = X cos(2nfonT) und S{Xe/2mfonT} = X sin(27 fonT')
)

Setzen wir daraus, in Anlehung an die Eulersche Formel, die komplexe Expo-
nentialfolge zusammen, kommen wir zu folgender Formel:
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z[n] = X cos(2m fonT) + j X sin(2r fonT) (10)

1.2 Periodische und kausale diskrete Signale

Ein diskretes Signal z,[n] wird als periodisches Signal bezeichnet, mit der Peri-
ode N, wenn es die folgende Bedingung erfiillt:

zp[n] = zp[n + N (11)

Dabei ist IV eine natiirliche Zahl, d.h. N € N und die fundamentale Periode
ist die kleinste natiirliche Zahl N, welche die Bedingung erfiillt. Im Allgemeinen
ist unter dem Begriff Periode dieser Wert zu verstehen.

Beispiel 1: Die diskrete Sinusschwingung z[n] = sin(27 fonT') ist im Allgemei-
nen kein periodisches diskretes Signal, wie die Abbildung 3 (fo = 95H=2,T =
1ms) zeigt. Betrachten wir jedoch die Sinusschwingung z,[n] im Vergleich dazu
(fo =100Hz,T = 1ms), so wird deutlich, dass es sich hier um ein periodisches
Signal handelt, mit der Periode N = 10, da die Bedingung fiir die Periodizitét
erfiillt ist.

sin(27 fonT) sin(2mw fonT')
1 1
n
0 0
-1 -1

Abbildung 3: links (f0 = 100Hz,T = 1ms) und rechts (f0 = 95Hz, T = 1ms)

Unter einem kausalen diskreten Signal x.s[n] verstehen wir ein diskretes
Signal, das auf der negativen Zeitachse Null ist:

_f z[n]:n>0

Das bekannteste kausale Signal ist der bereits behandelte Einheitsschritt u[n]
aus Formel 6. Mit ihm ist man in der Lage, mit Hilfe von Multiplikation jedes
Signal kausal zu machen.



1 ZEITDISKRETE SIGNALE 1.3 Diskrete Energie- und Leistungssignale

1.3 Diskrete Energie- und Leistungssignale

In der Definitionsgleichung 1 ist bereits angedeutet, dass ein zeitdiskretes Signal
auch als Vektor betrachtet werden kann. Dabei konnen Vektoren endlich oder
unendlich viele Elemente besitzen und in Form einer Zeile dargestellt werden.
Wenn keine explizite Angabe gemacht wird, versteht man unter einem Vektor
x oder y immer einen Spaltenvektor. Das Umwandeln eines Zeilenvektors in
einen Spaltenvektor und umgekehrt geschieht mit Hilfe von Transponierung,
die hinlédnglich bekannt ist. Gekenntzeichnet wird die Transponierung mit dem
Symbol 7. Fiir ein diskretes Signal x oder y in Vektorform kann man somit
schreiben:

- ['"’x[_1]7x[0]7m[1]7"']T (13>
y = [ o 7y[_1]7y[0]7y[1}7 o ']T (14)

Fiir zwei Signale kénnen wir jetzt ein Skalarprodukt (x,y) wie folgt definie-
ren:

o0

xy)= Y alnly’] (15)

n=—oo

Bei y*[n] handelt es sich um den konjugiert komplexen Wert von y[n]. Fiir
reelle Signale, wie sie in der Praxis haufig vorkommen, sind die beiden Werte
identisch, da der Imaginirteil wegfiillt, d.h. es gilt: y*[n] = y[n].

Im Fall von Signalen endlicher Dauer, d.h. bei Signalen, welche Null sind
unterhalb einer Grenze n; und oberhalb einer Grenze ns, besteht das Skalar-
produkt aus einer Summe mit endlich vielen Summanden, so dass sich folgende
Definition fiir das Skalarprodukt ergibt:

no

(x,y) = @nly"[n] (16)

n=mni

Noch eleganter lésst sich das Skalarprodukt als Produkt eines Zeilenvektors
mit einem Spaltenvektor ausdriicken:

(x,y) =y"x (17)

In dieser Formel ist 4 der sogenannte Hermitische Vektor. Dieser lisst sich
so erklédren, dass zunéchst der komlpex konjugierte Wert von y gebildet wird
und dieser anschlieend transponiert wird.

y =" (18)

Auch hier lisst sich ergiinzen, dass bei reellen Signalen y* =y gilt, da der
Imaginérteil Null ist.

Das folgende Rechenbeispiel soll die getroffene Definition des Skalarproduk-
tes in seiner praktischen Anwendung zeigen.
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Beispiel 1: x=[1—j 1+ )T und y = [1,4]7
(xy) = y'x

= [17_j] |: 1 _T_ j :|
(1=4)+ (=) +7)
= 2—-32 (19)

Kommen wir nun zur eigentlichen Definition der Energie W eines diskreten
Signals x[n], welche sich folgendermafien darstellt:

W= > |zl (20)

n=-—oo

Oder in der entsprechenden Vektorform:

W = (x,x) = xx (21)

Falls die Energie W eines Signals endlich ist, also 0 < W < oo, so spricht man
von einem FEnergiesignal. Ein Beispiel fiir ein solches Signal ist der Einheitspuls
in Abbildung 1.

Der zweite Begriff, dessen Definition noch offen steht, ist die Leistung P. Vie-
le Signale mit einer unendlichen Energie haben eine endliche mittlere Leistung.
Sie ist folgendermaflen definiert:

. 1 2
P= i gy X 140 2

n=—

Fiir periodische Signale x,[n] mit der Periode N folgt daraus:

1 N—-1 )
S M (23)

Ist die mittlere Leistung eines Signals endlich und ungleich Null, so bezeich-
net man es als diskretes Leistungssignal. Ein Beispiel dafiir ist die Sprungfolge
aus Formel 6.

Eine weitere Moglichkeit, um die Energie eines Signals zu beschreiben, ist die
Norm. Unter der Norm eines diskreten Energiesignals versteht man folgenden
Ausdruck:

Ix [= V(%) (24)

Wie aus der linearen Algebra bekannt, kann man sich unter der Norm die Linge
eines Vektors und somit auch eines diskreten Signals vorstellen. Aus der Glei-
chung 21 folgt nun fiir die Energie:

W= x|? (25)

Nimmt man sich nun die Norm zur Hilfe, kann man mit ihr auch den Abstand
d(x,y) zweier Signale definieren:

dxy)=lx-y| (26)
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Kombinieren wir die beiden Definitionen aus 25 und 26 so gelangen wir
zu einer eleganten Darstellung des Signal-Gerdusch-Verhéltnisses (engl: signal
to noise ratio, SNR), einem wichtigen Qualitdtsmafiin der Nachrichtentechnik.
Dies lésst sich dabei folgendermaflen darstellen:

(27)

Dabei versteht man man unter x das Nutzsignal und unter x das gestorte
Nutzsignal. Die Differenz e = X — x der beiden Signale wird dann als Fehler-
signal (engl: error signal) e interpretiert und die Norm || X — x || kann dazu
genutzt werden, den Abstand zwischen gestértem und ungestortem Nutzsignal
zu représentieren.

In der Praxis ist oftmals das SNR in dB von Interesse. Dies ldsst sich mit
Hilfe zweier Skalarprodukte einfach berechnen:

SNR in dB =101 (XHX) (28)
n = 10log( 7

Wie zu sehen bringt die Darstellung diskreter Signale in Form von Vektoren
eine Fiille an Vorteilen mit sich. So lassen sich die Signale und die diversen
Operationen auf ihnen kompakt und elegant darstellen. Wie schon des tfteren
erwiahnt, konnen viele der in der linearen Algebra erlernten Instrumente somit
fiir die DSV eingesetzt werden. Desweiteren geht auch der Trend in der DSV
eindeutig in Richtung Matrizenrechnung, welche auch ein Teilgebiet der linearen
Algebra darstellt.



2 DISKRETE LTI-SYSTEME

2 diskrete LTI-Systeme

2.1 Grundlagen

Digitalfilter sind Realisierungen linearer, zeitinvarianter, diskreter Systeme. Des-
halb stellt die Klasse der zeitdiskreten LTI-Systeme (engl: linear time ivariant
discrete-time systems) die wichtigste Klasse zeitdiskreter Systeme dar. Allge-
mein versteht man unter einem zeitdiskreten System ein System, das ein zeit-
diskretes Eingangssignal x[n] zu einem zeitdiskreten Ausgangssignal y[n] verar-
beitet. Um zu einem zeitdiskreten LTI-System zu gelangen, muss zusétzlich die
Bedingung der Linearitdt und der Zeitinvarianz durch das zeitdiskrete System
erfiillt werden.

z[n] yln]

Abbildung 4: Beispiel eines zeitdiskreten Systems
Die Linearitétsbedingung lautet:

z[n] = kiz1[n] + kaxa[n] = y[n] = kiy1[n] + kayz[n) (29)

Dies bedeutet, dass ein System linear ist, falls das Eingangssignal xz[n] =
kizi[n] + kexa[n| das Ausgangssignal y[n] = kiyi[n] + kaoya[n] bewirkt. Dabei
sind z1[n] und z3[n] zwei beliebige Eingangssignale und y;[n] und yz[n] die
dazugehorigen Ausgangssignale. k1 und ks sind zwei Konstanten, die sowohl im
Eingangssignal als auch im Ausgangssignal den selben Wert haben.

Die Zeitinvarianzbedingung lautet:

x[n —i] = y[n — 1] (30)

Ein System ist also zeitinvariant, wenn ein um ¢ Abtastintervalle verzogertes
Eingangssignal z[n — ¢] ein um ¢ Abtastintervalle verzogertes Ausgangssignal
y[n — 4] bewirkt. i kann eine beliebige ganze Zahl sein und y[n] ist das zum
Eingangssignal x[n] gehérende Ausgangssignal.

Die Grundlagen fiir ein LTI-System sind damit festgelegt und es kann die
Betrachtung einer moéglichen Charakterisierung von LTI-Systemen erfolgen, der
Impulsantwort.

2.2 Impulsantwort

Wie bereits erwdhnt, kann ein LTI-System durch seine sogenannte Impulsant-
wort h[n] charakterisiert werden. Unter der Impulsantwort versteht man das

10



2 DISKRETE LTI-SYSTEME 2.3 Die diskrete Faltung

Ausgangssignal y[n] eines LTI-Systems, welches entsteht, wenn an seinen Ein-
gang der Einheitspuls z[n] = d[n] angelegt wird (siehe Abbildungl). Es ergibt
sich somit die Folgerung:

Abbildung 5: Mégliche Impulsantwort zum Input §[n)

a[n] = é[n] = y[n] = hin] (31)

Die Impulsantwort kann dazu genutzt werden, die Kausalitdt und Stabi-
litéit eines zeitdiskreten LTI-Systems zu definieren. Ein zeitdiskretes LTI-System
heisst kausal, wenn seine Impulsantwort kausal ist, also auf der negativen Zeitach-
se Null ist:

hin]=0 fir n<0 (32)

Alle Echtzeitsysteme in der DSV sind kausal und kommen in der Praxis des-
halb am h&ufigsten vor. Ein nichtkausales System kann man als hellseherisches
System bezeichnen, denn sein Ausgang antwortet auf einen Impuls, welcher erst
in der Zukunft stattfindet. Nichtkausale Systeme spielen hauptséichlich in der
Theorie der linearen Systeme eine Rolle, in der Praxis kommen sie nur in Form
von Offline-Anwendungen vor.

Fiir die Stabilitdt eines LTI-Systems gilt, dass die Impulsantwort absolut
summierbar sein muss:

oo

3 k] |< oo (33)

n=—oo

Hierzu ldsst sich anmerken, dass alle Digitalfilter, die als zeitdiskrete LTI-
Systeme realisiert werden, stabil sein miissen.

2.3 Die diskrete Faltung

Aufbauend auf der Definition eines LTI-Systems und der Charakterisierung
durch die Impulsantwort, kommen wir nun zur diskreten Faltung. Es sei ein
zeitdiskretes LTI-System gegeben mit der Impulsantwort h[n]. Laut der zuvor
getroffenen Definition verursacht der Einheitspuls §[n] am Eingang des Systems
die Impulsantwort h[n] an seinem Ausgang:

d[n] = hn] (34)

Da das LTI-System laut Definition zeitinvariant ist, folgt daraus:

11
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0[n —i] = h[n — 1] (35)

Wird der Einheitspuls, der zum Zeitpunkt n = ¢ auftritt, nun mit dem
dazugehorigen Abtastwert z[i] gewichtet, dann folgt daraus die Linearitéit aus
Definition 29:

x[i]d[n — i) = x[i]h[n — 1] (36)

Gehen wir noch einen Schritt weiter und bilden eine gewichtete Summe von
zeitverschobenen Einheitspulsen, dann folgt gleichermaflen aus der Definition
der Linearitét:

o0 o}

Z x[i]d[n — i) = Z x[i)hin — 1] (37)

1=—00 1=—00

z[n] y[n]

Wie in Formel 7 bereits gezeigt, ist die linke Summe aus Folgerung 37 nichts
anderes als das Eingangssignal x[n]. Somit ist das zeitdiskrete Ausgangssignal
y[n] des LTI-Systems durch die rechte Summe gegeben. Man bezeichnet je-
ne Summe als Faltungssumme oder einfach als diskrete Faltung (engl: discrete
convolution). In kiirzerer Form kann man sie auch folgendermafien darstellen:

y[n] = x[n] * hin] (38)

Dies bedeutet, dass das Ausgangssignal eines linearen zeitinvarianten Sys-
tems gleichgesetzt werden kann mit dem Eingangssignal, gefaltet mit der Im-
pulsantwort des Systems.

Wie die kontinuierliche Faltung, ist auch die diskrete Faltung kommutativ.

Fiir das Verstdndnis des Faltungsprozesses ist es von zentraler Rolle, den
Unterschied zwischen einem Signal und einem Abtastwert sicher erkennen zu
konnen. Aus diesem Grund wird im Folgenden fiir ein Signal y, welches auf der
diskreten n-Achse definiert ist, {y[n]} geschrieben und fiir den n-ten Abtast-
wert y[n]. Der gesamte Faltungsprozess lidsst sich durch folgende, sequenziell
abzuarbeitende Schritte, beschreiben:

1. Ersetze die diskrete Zeitvariable n sowohl in Signal als auch in Abtastwert
durch die Summationsvariable .

2. Falte {h[i]} um die Ordinate. Dies bedeutet nichts anderes, als {h[i]} um
die Ordinate zu klappen, so dass sich das gespiegelte Signal {h[—i]} ergibt.

3. Verschiebe {h[—i]} um n; Abtastpunkte nach rechts, so dass sich {h[ny—
i]} ergibt. ny kann hier zunéchst beliebig, aber geeignet, gewéhlt werden.

4. Multipliziere nun das Signal {z[i]} mit der modifizierten Impulsantwort
{h[ns — 1]}, so dass sich das Signal {z[i|h[ny —i]} ergibt.

5. Addiere nun fiir § = —oo bis i = +00 alle entstandenen Werte x[i]h[nf — 1]
zusammen und erhalte den Abtastwert y[ny] an der Stelle ny.

6. Fiihre die Schritte 3 bis 5 nun fiir alle Punkte n auf der diskreten Zeitachse
aus, so dass sich das zeitdiskrete Ausgangssignal {y[n]} ergibt.

12
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x[i] hli]
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Abbildung 6: diskrete Faltung
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Es ist noch anzumerken, dass das Ausgangssignal {y[n]} an Linge zunimmt,
denn fiir die Faltung zweier endlich langer, zeitdiskreter Signale gilt die Vor-
schrift:

N, =N, +N, -1 (39)

Es gilt also, dass die Lange IV, des Ausgangssignals gleich der Lange N, des
Eingangssignals plus die um 1 verringerte Lange N}, der Impulsantwort ist.

Die rechte Summe aus Folgerung 37 kann auch als Rechenvorschrift zur Be-
stimmung des Ausgangssignals angesehen werden.

Wir werden jedoch im Anschluss an diesen Seminar-Vortrag sehen, dass es
im Allgemeinen effizientere Verfahren gibt, um das Ausgangssignal eines LTI-
Systems zu berechnen.

14
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