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1 Infinitare Sprachen

1.1 Grundbegriffe

Wir benutzen folgende Notation. Die Zahl "unendlich” wird mit w bezeichnet. Fiir sie
gelten die Rechenregeln

VneN:(n<wundn+w=w+n=uw).

AP bezeichnet die Menge aller Abbildungen von einer Menge B in eine Menge A. Fiir
eine Menge A ist |A| die Mdchtigkeit von A, d.h. die Anzahl der in A vorkommenden
Elemente. N ist die Menge aller natiirlicher Zahlen einschliellich der 0, N, ist N ohne 0.
Ein infinitires Wort w iiber einem Alphabet ¥ ist eine Abbildung aus XN+. Ein finitdres
Wort x iiber X ist eine endliche, eventuell leere Folge von Buchstaben aus . Das leere
Wort wird mit ¢ bezeichnet. Ein endliches Wort ist damit eine Abbildung aus X4 fiir
A=A{1,..,1} oder A =1(). X“ bezeichnet die Menge aller unendlichen Worter iiber 3 und
>* die aller endlichen Worter iiber 2, ferner ist

Yy =3¥rux”.

Fiir z € ¥ bezeichnet |z| die Linge (die Anzahl der Buchstaben) von = aus NU{w}. z(n)
ist der n-te Buchstabe von z fiir n < |z| und undefiniert (z(n) =1) fir n > |x|. #,(z) ist
die Anzahl der Vorkommen eines Buchstaben a in einem finitaren oder infinitaren Wort
x, formal
#q(x) .= |{i € N|z(i) = a}|.

z[0] := e und fir 0 < n < |z| ist z[n| := z(1)...x(n) das Prdfiz der Lange n von x. Ferner
sei z[n] 1=z fir n > |z|.
Prae(z) := {z[n] | n € N} ist die Menge aller Prifixe von z. Prae(z) wird auch mit |(z)
und F'G(z) bezeichnet, wobei F'G fiir Linksfaktor steht.
Fiir x,y € »°° definiert

x <y:<= 1z € Prae(y)

eine Ordnungsrelation. z < y < <y und y # x.
Eine Sprache iiber ¥ ist in dieser Vorlesung eine Teilmenge von ¥°°, eine finitdre Sprache

iiber X ist eine Teilmenge von ¥* und eine infinitare Sprache iber X ist eine Teilmenge
von X¥.

Lemma 1.1 Sei {z;}ien, eine Folge von endlichen Wortern x; € ¥* mit x; < x4
Vi € Ny und lim;_,|z;| = w, so ezistiert genau ein Wort x € ¥ mit x; < x Vi € N,.

Beweis: Offensichtlich: Setze x(n) := z;(n) fur |z;| > n.



Definition 1.1 (Limes) Im Fall von Lemma 1.1 wird das eindeutig bestimmte infinitdre
Wort x auch mit lim™x; bezeichnet und limes, bzw limes superior der x; genannt.

Die Konkatenation x o y, meist als xy geschrieben, zweier Worter x,y € ¥°° ist definiert
als
zy(n) := z(n), fir n <|z| € N, und zy(n) := y(n — |z|), fir n > |z|.

Damit gilt

vy = z(1)..x(|z))y(1)...y(|y]), fir z,y € &7,
xy = lim~xyli], fir x € ¥* und y € ¥ und
xy =z, fur z € 3.

x heiflt Infiz von y, in Zeichen x C y, (<= Ju € ¥* : Jv € ¥ : y = uav.
x heit Suffiz von y <= Ju € X* : y = ux.
Fiir Sprachen K, L ist

Prae(K) := U Prae(x),

zeK
Infiz(K) := U Infiz(x), und
zeK
Suf fix(K) = | ] Suif fix(z).
zeK

KL:=KoL:={w|3reK:3yeL:w=uay},
K" :={¢}, K" .= K"K,
K" = UKi, und K := UKi.

i>0 i>1

Insbesondere gilt damit K = KK* und K* = Kt U {e}.

Kfm .= K N Y* ist der finitdre Anteil in X und
K™ .= K N Y% ist der infinitdre Anteil in K.

Fiir eine finitare Sprache M ist
min(M) == M — MX*
der minimale Anteil von M. min’(M) ist induktiv definiert durch

min' (M) := min(M), min"™' (M) := min(M — UmmJ(M))

j<i

M heiit minimal oder Prdifizcodesprache, falls M = min(M) gilt.
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Beispiel 1.1 Es sei M = {ab, aab, aba, aabaa, aabaaba}, so gilt
min' (M) = {ab, aab}, min*(M) = {aba, aabaa}, min*(M) = {aabaaba}.

Offensichtlich existiert zu jedem z € K ein y € min(K) mit y < z und zu jedem
z € min'™(K) ein y € min’(K) mit y < z. In einer Prafixcodesprache existieren keine
zwei Worter z,y mit z < y.

Folgende einfache Zusammenhénge gelten fiir nicht leere Sprachen K, L iiber ¥ (siehe
Boasson, Nivat [1] oder Hoogeboom, Rozenberg[2], pp271).

Lemma 1.2 Es gilt
o YW =Y*Yw =Nty

o K=KI'myK™ (KUL)" =Ky L (KUL)™=K"uyLmn,

(KN L)y =K Lin (KnLy™ = K™ n L™,
(KL)fm — Kfianm’ (KL)mf — Kfz’nLinf UKmf,

(K*)fm — (Kfin)*, (K*)mf — (Kfin)*Kinf;

e Prae(K) C ¥*, Prae(Prae(K)) = Prae(K),

(
e Prae(K UL) = Prae(K)U Prae(L), Prae(K N L) = Prae(K)N Prae(L),
e Prae(KL) = Prae(K) U K/™Prae(L),

o Prae(K*) = (K'™)*Prae(K),

o VK € 3% : KX = min(K)Z¥.

Die Beweise sind offensichtlich.

Die Menge aller Worter »°° iiber Y bilden mit der Konkatenation o ein Monoid mit
1-Element . Die Menge der Sprachen 2% {iber ¥ bildet mit der Konkatenation o ein
Monoid mit Einselement {¢} und Nullelement () wegen

KO)=0K =0 und K{c} = {e}K = K.

Eine Sprache K C > heifit gerichtet .= Vr,ye K :dz2€ K:x < zund y < z.
Eine kleinste obere Schranke, Sup(K), von K ist ein Element Sup(K) € ¥ mit

1. Ve € K : x < Sup(K), und

2.VyeX®: (Ve e K:x <y)= Sup(K) <.



Eine cpo (vollstandiger, partiell geordneter Verband) ist ein Tupel (M, p) von einer Menge
M und einer partiellen Ordnung p auf M, in der jede gerichtete Teilmenge eine kleinste
obere Schranke besitzt.

Lemma 1.3 (X%, <) ist eine cpo.

Beweis: Jede gerichtete co-Sprache besitzt ein Wort maximaler Lange oder ihr limes
superior als einziges unendliches Wort.

1.2 Sprachabschliisse

Wir betrachten drei Abschliisse, lim, adh und ., die jeweils Sprachen in infinitare Sprachen
umformen. Dabei sollen in lim(K) alle Limiten nach Definition ?? liegen, die man in K
bilden kann. Zu beachten ist dabei, dass zur Limesbildung nur finitdre Worter in K
herangezogen werden diirfen. In adh(K) sollen alle Limiten liegen, die man aus Prae(K)
bilden kann, wahrend in K“ alle Konkatenationen unendlich vieler Worter aus K liegen
sollen, d.h.

KY ={x129..2;...|z; € K — {e}}

ist angestrebt. Zu beachten ist hierbei allerdings, das diese Konkatenation unendlich
vieler Worter nach einem ersten Wort, das selbst unendlich lang ist, abbricht wegen

1.5 %j... = x1..7; fur ; € K",

Definition 1.2 (Sprachabschliisse) Der Limes (oder Abschluss) lim(K) von K C £
st definiert als

lim(K) =
{w e 9| Hu;tien, Vi €Nyt (uy; € K5y < iy, limi—o|us] = w und w = lim ™ u;).
Die Adherence adh(K) von K ist definiert als
adh(K) := lim(Prae(K)).
Der w-Abschluss M* fiir eine finitdre Sprache M C X* ist definiert als
M“ = {w e X | Hustien, Vi € Ny @ (u; € M—{e} und w = lim™v; mit v; == uy...u;)},
und der w-Abschluss einer Sprache K C ¥*° ist definiert als
K = (K ginf g (K,
Per Definition ist lim(K) = lim(K/™) und lim(K™) = (. Die Definition von K¢

beriicksicht, dass eine unendliche Konkatenation abbricht, sobald ein unendlich langes
Wort aus K an der Konkatenation beteiligt ist.
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Beispiel 1.2 lim{c} = adh{c} = {e}* = 0. Es seien

Ky = {a}*{b}, Ky := {b}{a}*, K3:={ba*}, K, :={a} U{c}{a,b}",
K5 = {a}*{b}*, K¢ := {a}*{b}* und K; := {a™" | n € N}{c}¥, so gilt:

lzm(Kl) =0, adh(K) ={a*}, K¥ = {w € {a,b}* | fp(w) = w},
lim(K3) = adh(K3y) = {ba*}, K = {w € {a,b}* | §p(w) = w und w beginnt mit b},
lim(IKs) = 0, adh(Ks) = K = K,
lim(K) = adh(Ky) = {eHa b}, K3 = {a,cH({a.b.c}'e)* U{a,b,c} {a}),
lim(K5) = adh(K5) = {a}* U K¢ = adh(Kﬁ) lim(Kg) =0, K¢ = {a,b}¥, K¢ = K,
lzm(K7) = @, adh(K7) = K7 U {a}“’, K‘f) = K7.

Wir werden folgendes Beispiel eine Sprache, die nicht als limes dargestellt werden kann,
haufiger benutzen:

Lemma 1.4 Fir jedes M C {a,b}* gilt

{a,b}*ba” # lim(M).

Beweis. Annahme, es gilt {a, b}*ba® = lim(M) fir ein M C {a,b}*, so definiert man eine
Folge {u;}ien, mit u; € M durch
uy = ba®

fiir ein k& mit mit ba® € M (dies existiert wegen ba” € {a,b}*ba” C lim(M)) und
Ujr1 = uibal
fiir ein [ mit uba’ € M (dies existiert wegen u;ba” € {a,b}*ba® C lim(M)). Dann gilt

aber lim~w; € lim(M) — {a,b}*ba®, da lim~wu; unendlich viele b enthélt.

"3 € Ny @ E(i)” (gelesen: "Es existieren unendlich viele ¢ mit F trifft auf i zu.”) ist
eine Abkiirzung fiir "Vj € Ny : 30 € Ny @ (¢ > j und E(i))”. Es gelten folgende einfache
Zusammenhéange:

Lemma 1.5 Sei K eine Sprache, so gilt
1. w e lim(K)
< i e Ny : (w[i] € K/'™ und |wli]| = 1)
@Vi€N+:3$i€Kfini$i<iL‘i+1 <w
< Vi € Ny : Jo; € min'(KT™) @ 2y < w,

2. w € adh(K)
< i e Ny : (Jw[i]| =i und w[i] € Prae(K))
<= |w| = w und Prae(w) C Prae(K),

3. allerdings gilt nicht K = lim((K — {e})*).
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Beweis 1.: Es gilt 7; < 2,17 < w mit ; € K/ und |z;] — w, genau dann wenn so
eine streng monotone Teilfolge z;; < ., < w von X; € K Jin existiert. Wegen Lemma
1.2 kann man dabei o.E. x; aus mz’n(Kfm) wahlen. Ebenso findet man fur z; < x4 ein
rhy € min( K7™ —min(K7™)) = min?(K/™) mit 7; < 25, < 29, also kann man o.E. z, aus
min?(K/™) wihlen und allgemein z; aus min’(K/™).

3.: Betrachte K, aus Beispiel 1.2. Es gilt ¢cb < choa < cbaboaoa < cbabaa...ba™b(oa)™*,
d.h. w; := cbaba®ba’b...ba'... liegt in (K, —{e})"™, aber lim~u; € lim((K4—{e})*) besitzt
nur ein Vorkommen von ¢ und liegt daher nicht in K.

Es gelten zahlreiche Beziehungen zwischen den verschiedenen Abschliissen. Die wichtig-
sten sind im folgenden Satz aufgefiihrt. Die Beziehungen ohne angegebene Beweise sind
offensichtlich. Sobald die Beweise nur leicht schwierig werden, sind sie auch angegeben.

Satz 1.1 (Abschlusseigenschaften) Es seien K, L Sprachen, M, N finitdre Sprachen
und P eine finitare Prdfizcodesprache tiber einem Alphabet 2. Dann gilt im Allgemeinen:

1. K= (K*)*¥ = (K")~,
Prae(K*) = Prae(K*) = Prae(K*) = (K/™)*Prae(K),
K CL = lim(K) Clim(L), adh(K) C adh(L) und K* C L*,

lim(K UL) =lim(K)Ulim(L),

adh(K U L) = adh(K) U adh(L),

K2

(KUL® ¢ K*ULY C (KUL)®,
M* C lim(M*) = lim(M™*) € M*,
K lim(L) € lim(KL) ¢ K lim(L),

AT

M lim(N) C lim(MN) ¢ M lim(N),

10. lim(P) = 0, lim(PK) = Plim(K), P* = lim(P%),
11. M® ¢ lim(M) ¢ M“, M* ¢ adh(M) & M,

12. adh(M) ¢ lim(M) C adh(M),

13. K™ C adh(K),

14. Prae(adh(K)) C Prae(K),



15. adh(KL) = adh(K) U Kadh(L),

16. adh(K¥) = adh(K™) = adh(K*) = K*adh(K) U K¥,

17. adh(K) = 0 <= (K™ = () und K™ ist endlich ) <= Prae(K) ist endlich,
18. Prae(adh(K)) = Prae(K™) U {x € ©* | {z}¥* N K/™ ist unendlich},

19. adh(adh(K)) = adh(K),

20. M C ¥* und M minimal = adh(M)N M2 = .

Beweis 4.: w € lim(KUL) < 3¥i : (Jwli]| = i und w[i] € K/MULI™) < 3¥i : (Jwli]| =
i und wli] € K/™) oder 3¥i : (|w[i]| = i und w[i] € L7™) <= w € lim(K) U lim(L).

5.0 lim(Prae(K U L)) = lim(Prae(K) U Prae(L)) = lim(Prae(K)) Ulim(Prae(L)).

6.: {a,b}* € {a}* U {b}~.

7. weE MY = w=uuy..u;... € lim(M*) = lim(M™), cbaba*ba®...ba’... € lim(K}) —
Ky, siehe Beispiel K.

8.: Wahle K als infinitdre und L als finitdre Sprache fiir die erste Ungleichung und K als
finitdre und L als infinitdre Sprache plus ¢ fiir die zweite Ungleichung.

9. we Mlim(N) = w = vlim~u; = lim~vu; € lim(MN). Sei M = {a}*, N = {a},
dann ist a* € lim(MN) — Mlim(N), wegen lim(N) = .

10.: Man sieht leicht: x € P,y € PT x <y = 3z € PT : y = xz. Es geniigt lim(P*) C
P¥ zu zeigen, der Rest ist klar. Sei also w = lim™u; mit Vi € Ny :w; € Ny u; < wgyq.
O.E. gelte fur alle ¢ : u; < ujyq und uy € P. uy < up = Iz € Pt uy = w2,
dabei sei 0.E. 2z € P, dh. uy € P?. Sei u; < uj41 und u; € P so existieren
Uiy, U3 € Py = v1...0; < Ujp1 = 01...092, fUr ein z. Wegen v; < v;2 € PT,v; € P folgt
z2€ PT. O.E. sei z € P, also u;1, € P"™'. D.h. w = lim~u; € P“.

11.: Sei M = K,.

12.: Wahle M = Ky, lim(M) C lim(Prae(M)).

13.: v € K™ = Prae(x) C Prae(K™) = K™ C adh(K™) C adh(K).

14.: Prae(lim(Prae(K)) C Pra (K)

15: adh(K L) = lim(Prae(K L)) = lim(Prae(K)UK/" Prae(L))=lim(Prae(K)) Ulim(K/" Prae(L))=
Ulim(K7"Prae(L)) = adh(K) U Kadh(L). Die letzte Gleichung sieht man wie folgt:

1) w=lim~u; € lim(K/™Prae(L)) = Vi:3x; € K/™: 3z, € Prae(L) : u; = x;2;.
Fall 1: 3 Teilfolge {4, }jen,, die stationdr wird, d.h. z;, = x;,,, gilt fiir alle k fiir ein
geeignetes N. Damit gilt w = lim™x;2; = lim™x;,2;, = xnlim™ z; € K'™lim(Prae(L)).
Fall 2: 3 Teilfolge {z;,}jen, mit V5 : 2;, < ;. Damit gilt w = lim™x;2, =
lim~x;; € lim(K/™). Also lim(K'"Prae(L)) C lim(K'™) U K/"™lim(Prae(L)) C
adh(K)U Kadh(L).

2.) Kadh(L) = Klim(Prae(L)) = K™ U K/™lim(Prae(L)) C adh(K)U lim(K/"
Prae(L)).

16.: adh(K*¥) = lim(Prae(K¥)) = lim(Prae(K*)) = lim(Prae(K™)). Also adh(K%) =
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adh(K*) = adh(K") = adh(KK*) = adh(K) U Kadh(K*). Die rekursive Gleichung
x = adh(K) U Kz hat die Losung x = K*adh(K) U K*, wie man leicht nachrechnet:
(x =)K*adh(K)U K¥ =
K%dh(K) U K*adh(K) U KK* =
adh(K) U K(K*adh(K) U K¥)(= adh(K) U Kx).
17.: <, < ist klar. Damit gentigt es zeigen, dass Prae(K) unendlich schon adh(K) # ()
impliziert. Sei also Prae(K’) unendlich. Prae(K’) wird ein unendlicher Baum mit Outde-
gree < |X|, wenn wir eine Kante von u € Prae(K) nach v € Prae(K) genau dann setzen,
wenn v = ua gilt fiir ein a geeignet aus Y. Nach Konigs Lemma besitzt dieser Baum
damit einen unendlich langen Weg uy < us... < u; < .., mit lim~u; € adh(K).
18.: w € Prae(adh(K)) <= |w| < w und 3z € ¥ : wz € lim(Prae(K))
<= |w| < wund 3z : Prae(wz) C Prae(K)
<= w € Prae(K™) oder wX* C Prae(K/™)
<= w € Prae(K™) oder w¥* N K/™ ist unendlich. 19.: w € lim({x € ¥* | 2X* N K/
ist unendlich } <= w = lim~u; mit w; < w;4; und w;X* N KTin £ () fiir alle i <=
w = lim~u; mit u; < u;4q und u; € Prae(K7™) fiir alle i. Damit gilt adh(adh(K)) =
lim(Prae(adh(K))) = lim(Prae( K™ )U{x € ¥* | xX*NK'™ ist unendlich}) = adh( K™ )U
lim({z € ¥* | 2¥* N K/™ ist unendlich}) = adh(K™) U lim(Prae(K’™)) = adh(K™) U
adh(K'™) = adh(K).
20.: Ann.: M sei minimal und es existiert ein w € adh(M) N MY*. Dann ist Prae(w) C
Prae(M) und In : win] € M. Wegen |w| = w und Prae(w) C Prae(M) existiert ein
x € M mit win| < wn + 1] < x, im Widerspruch zur Minimalitdt von M.

|

Prae(adh(K)) wird auch Zentrum von K genannt und mit ctr(K) bezeichnet. Interes-
sante Eigenschaften von ctr(K) finden sich in Boasson, Nivat [1], wiedergegeben auch in
Hoogeboom, Rozenberg [2].

1.3 Ramsey-Zerlegungen

Ein Satz von Ramsey ist in der Theorie infinitarer Sprachen sehr hilfreich. Es geniigt
aber eine schwache Version dieses Satzes von Ramsey, die wir hier vorstellen und auch
beweisen wollen.

Definition 1.3 (Ramsey-Zerlegung) Fine Zerlegung eines Wortes w € ¢ ist eine
Folge {w;}ien, von Wortern w; € £+ mit

w = wiwa... wW;....

Fine Makro-Zerlegung einer solchen Zerlequng eines infinitaren Wortes ist eine streng
monoton steigende Folge {i;};jen von natirlichen Zahlen mit ic = 1. Diese Makro-
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Zerlegung wird mit der Darstellung
w = (wio...wil_l)(wil...wi2_1)...(wij...wijﬂ_l)...

identifiziert.

Es seien E eine endliche Menge und sei f : X7 — E eine Abbildung. FEine f-Ramsey-
Zerlegung eines Wortes w = wy...w;... in einer gegebenen Zerlequng {w;}ien, ist dann
eine Makro-Zerlequng {i;};en mit der Eigenschaft, dass ein e € E existiert mit

fws,..w;; 1) = e fiir alle j > 0.
D.h. w muss eine Darstellung
w = (wio...wil,l)(wil...wirl)...(wij...wijﬂ,l)...

besitzen mit
VJ >0: f(wij“'wij+1—1) = ¢c.

Insbesondere gilt
w e Yo (fe))“.

Satz 1.2 (Satz von Ramsey) Es seien E eine endliche Menge, 3 ein Alphabet und
f Xt — E eine Abbildung. Dann existiert zu jeder Zerlequng jedes infinitdren Wortes
tiber 3 eine f-Ramsey-Zerlegung.

Beweis: Fiir w = w;...w;... definieren wir zwei Folgen
(Ai)ien, (xi)iem

mit A; C N, z; € E wie folgt:
A() = N.
Sei A; bereits definiert. Dann sei n; := min(4;). Fir z € E sei

Tio:={n€ A |n>n;und f(w,,..w,—1) =z}
Wiihle ein  mit |7} .| = w und setze
Ai—l—l = E,m und Tiy1 ‘= X.

Wahle ein e € E, das in der Folge {x;}ien, unendlich oft vorkommt. Es sei {i;};en die
streng monoton angeordnete wachsend Folge aller Indizes i; mit x;; = e. Damit gilt

w = (Wi Wp, 1) (Wny, o Whyy 1) (Whyy - Wiy 1)

und fiir alle 7 > 0 gilt
f(wnij ...wmjﬂ,l) =e,

und die f-Ramsey-Zerlegung ist gefunden.
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2 Regulare und rationale infinitare Sprachen

2.1 w-regulare Sprachen

Definition 2.1 (Regulire Sprachen) Die Klasse Regy der reguldren Sprachen dber
einem Alphabet X ist induktiv definiert:

() € Reg und Va € X : {a} € Regsy,

sind bereits K, L € Regsy, so auch K UL, KL, K* und K*.

Die Klasse Regs, der finitaren regularen Sprachen uber ¥ erhdlt man, wenn man in der
Definition von Regy® auf den .“-Operator verzichtet.
Die Klasse Reg¢ der infinitaren regularen Sprachen dber X ist definiert als

K € Reg§ <= In € N: Vi <n:3M;, N; € Regs, : K = | ] M;Ny.
i<n

Sprachen in Reg” werden auch w-requldre Sprachen genannt.

Wir nutzen die iiblichen Abkiirzungen, bei denen auf die {- und }-Klammern verzichtet
wird. Also z.B. (b*a)* statt ({b}*{a})¥, etc. Formal kann man dazu requldre Ausdricke
tiber ¥ induktiv definieren als

e 0 und a fiir alle a € ¥ sind regulare Ausdriicke tiber %,
e sind z,y bereits regulare Ausdriicke iiber ¥, so auch zy, x + y, * und zv.

Nun interpretiert man 0 als die Sprache (), a als {a}. Sind x und y bereits als die Sprachen
K und L interpretiert, so interpretieren wir xzy als KL, v +y als K U L, x* als K* und
¥ als K¥. Die Sprachen K; bis K; aus Beispiel 1.2 werden damit zu a*b, ba*, ba®,
a+ c(a+b)*, a*b*, a*b” und K; kann nicht durch einen reguldren Ausdruck beschrieben
werden.

Lemma 2.1 FEs gilt
o Regy C 257 Regd = Regy N2>
o K € Regyy <= dM € Regy, : AL € Regss : K =M UL
e Prae(Reg¥) C Regs

Beweis: Die ersten beiden Aussagen sind klar. Zur letzten: K € Reg¥ =— dn :
Vi < mn:3M;,N; € Reg : K = {J,.,, \iNY = Prae(K) = {J,., Prae(M;Ny) =
U,<,(Prae(M;) U M;Prae(N¥)) = U,., (Prae(M;) U M;N; Prae(N;)) € Regs, da Regs
abgeschlossen gegen Prifixbildung ist.
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Der Index ¥ wird der besseren Lesbarkeit i.A. weggelasen. Reg“ bezeichnet also Reg$
fiir ein 3, das aus dem Zusammenhang bekannt oder unwichtig ist.

2.2 Bichi- und Muller-Automaten
Definition 2.2 (Automat) FEin Automat A iber ¥ ist ein Tupel
A= (5% A, s) von
o ciner endlichen Menge S von Zustinden,
e cinem endlichen Alphabet ¥ von Buchstaben,
e cinem Startzustand sg aus S und
e ciner (i.A. indeterminierten) Ubergangsfunktz’on

A:SxY— 2%

A heifst vollstandig falls fiir alle (s,a) € S x ¥ gilt: |A((s,a))| > 1.
A heifit determiniert falls fir alle (s,a) € S x X gilt: |A((s,a))| = 1.

Fiir determinierte Automaten schreiben wir auch ¢ statt A und benutzen 6* wie iiblich
definiert. Automaten besitzen hier keine Finalzustédnde. Sie werden deshalb auch manch-
mal Halbautomat genannt. Jeder determinierte Automat ist per Definition auch schon
vollstandig. Ein run von A ist ein endlicher oder unendlich langer Weg durch A vom
Startzustand aus, indem die Zwischenzustande mit aufgefiihrt werden. Formal:

Definition 2.3 (Run) r € (S UX)>™ heifit run von s € S aus in A <=
e 1 beginnt mit s,
e ist r endlich, so endet r mit einem Buchstaben in S,
e inr kommt kein Wort aus S? UX? als Infix vor und
o fir jedes Infiz sas’ C r muss s’ € A(s,a) gelten.

Run?, oder nur Run, falls s und A unwichtig oder aus dem Kontext klar sind, bezeichnet

die Menge aller runs in A von s aus.
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Die Homomorphismen 3,0 : Run — S U X*° sind definiert durch Vs € S : Va € 3
B(s) := ¢ und ((a) := a,
o(s):=s und o(a) := e.

B(r) heifst die Beschriftung oder das Wort des runs r und o(r) dessen Zustandsfolge.

Firw e X% st
Run?(w) := {r € Run, | B(r) = w}
die Menge der w-runs vom Zustand s aus. Fur r € Run ist
Zu(r) == {s € § [ 1:(a(r)) > 0}
der von r angenommene Zustandsraum aller Zustande, die r beriithrt oder annimmt, und
Inf(r):={s €5 |t:(o(r)) = w}

die Menge der in r unendlich oft angenommenen oder berihrten Zustinde.
Fiir einen determinierten Automaten besteht fir jedes w € ¥ Rung(w) aus genau einem
run, den wir auch mit sw bezeichnen.

Je nach Wahl der Finalzusténde unterscheidet man Biichi- (nach [3]) und Muller-Automaten
(nach [4]).

Definition 2.4 (Biichi-Automat) FEin Biichi-Automat ist ein Tupel
B = (S,E,A,So,F)

(oder einfach nur B = (A, F')) von einem Automaten A = (S, %, A, so) und einer Menge
F C S von finalen Zustanden.

Definition 2.5 (Rationale Sprachen, 2-Akzeptanz) Die klassische von einem Biichi-
Automaten B = (S, %, A, s, ') akzeptierte rationale finitire Sprache ist

Lin(B) :={w € X* | Ir € Runy,(w) : r endet in einem finalen Zustand}.

Rats, (bzw Ratl) ist die Klasse aller von Biichi-Automaten (bzw von determinierten
Biichi-Automaten) akzeptierten rationalen finitiren Sprachen tber X.

B 2-akzeptiert ein Wort w € X% (<=

JIr € Rung,(w) : Inf(r)NF # 0.
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Ly(B) :=={w € ¥ | B 2-akzeptiert w} ist die 2-akzeptierte Sprache von B und
Ratss, ist die Klasse aller 2-akzeptierten infinitdren Sprachen tiber dem Alphabet 3 .

Rat3y, := Ratyy, U Raty, ist die Klasse der 2-akzeptierten Sprachen. Analog sind

Rat®y und Rat®y die Klassen der von determinierten Biichi-Automaten 2-akzeptierten
Sprachen, bzw infinitdren Sprachen.

Fiir einen Automaten A = (S,%,A,so) und Zustinde s,s" € S bezeichnet Lg(A) oder
nur Ls ¢ die finitdre requlare Sprache

Ls,s’ = szn((Su Eu A? S, {S/}))

Wir werden wieder den Index ¥ in der Regel weglassen. Fiir finitdre Sprachen werden die
bekannten Zusammenhange
Rat = Rat® = Reg

im Folgenden standig verwendet.

Definition 2.6 (Muller-Automat) FEin Muller-Automat ist ein Tupel
A= (5% A, s,F)

oder (A',F) von einem Automaten A’ = (S,3,A,sy) und einer Menge F C 2% won
Mengen von finalen Zustinden. |F| heifit die Dimension von A.

Fiir eine Menge F von Mengen ist |JF 1= |J, .7 A
Definition 2.7 (3-Akzeptanz)

Ltin(A) :=={w € X" | Ir € Runy,(w) : r endet in einem finalen Zustand aus U}"}
ist die von einem Muller-Automaten A = (S,%, A, so, F) akzeptierte finitdre Sprache.

FEin Muller-Automat A 3-akzeptiert ein Wort w € 3% <=
Ir € Runi} (w) : 1 ist unendlich und Inf(r) € F.

Ls(A) :={w € ¥ | A 3-akzeptiert w} ist die 3-akzeptierte Sprache von A und
Ratsy, ist die Klasse aller 3-akzeptierten infinitdren Sprachen tber X.
Rat3y, := Ratyy, U Raty. ist die Klasse der 3-akzeptierten Sprachen.

Ratgzgo und Ratgzg sind die Klassen der von determinierten Muller- Automaten 3-akzeptierten
Sprachen, bzw infinitaren Sprachen, wobei der Index Y in der Regel weggelassen wird.
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Ein Muller-Automa der Dimension 1 kann zwar als Biichi-Automat aufgefasst werden,
aber 2- und 3-Akzeptanz stimmen dann i.A. nicht iiberein.

Beispiel 2.1 Es sei A der determinierte Automat aus Abbildung 1, so gilt mit > = {a,b}:
o Ly((A {s1,52})) = ¥,
o Ly(A,{s2}) = (b"a)*,

Ls(A, {{s1,52}})) = B% — E*{a”, 0"},

Ls((A, {{s2}})) = X*a* und

Ly((A, {{s1}, {2}, {51, 52}})) = .

Aaars

Figure 1: Ein Automat

Wir untersuchen jetzt Klassen infinitarer Sprachen. Dazu verwenden wir folgende Abkiirzungen
fir i = 2, 3:
Rat; == Rat*, und Rat? := Rat™".

77

Man kann jeden Biichi- und Muller-Automaten durch Hinzunahme eines sink-Zustandes
vervollstandigen, in den alle zuvor leeren Ubergange fiihren und aus dem kein Ubergang
wieder herausfiihrt, ohne dass sich die (2-, bzw. 3-) akzeptierte Sprache verdndert.

Abmachung: Im Folgenden seien alle Biichi- und Miiller-Automaten vollstandig.
Davon weichen wir nur in Beispielen ab, um kiirzere Automaten angeben zu kénnen.

Satz 2.1 (Vereinigung, Duchschnitt, Komplement) FEs gilt
o Ratd ist abgeschlossen gegen Vereinigung, Durchschnitt und Komplement,

e Raty und Ratd sind abgeschlossen gegen Vereinigung und Durchschnitt.
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Beweis: 1.) Fiir zwei vollstandige Automaten A; = (5;, 3;, A, s;) sei

Ap|| Ay = (51 % S2, 21 UXs, Ay X Ay, (51, 52)), mit
(A1 X A2)((s,8"),a) := Aq(s,a) x Ay(s';a).

Im Automaten A; || As entspricht also jeder w — run von (s,s’) aus der parallelen
Ausfithrung eines w — runs von s aus in A; und von s aus in Ay. Sind beide A; deter-
miniert, so auch A; || Ay. Man beachte, dass diese Definition fiir vollstindige Automaten
Ay, Ay gilt. Fiir unvollstandige sind die angegebenen Konstruktionen nicht korrekt.

Es seien Ly, Ly € Ratg, so existieren determinierte Automaten A; = (5;, X;, A;, s;) und
endliche Mengen F; von Teilmengen von S fiir i=1,2 mit L; = L3((A4;, F;)). Damit akzep-
tieren

Al_ = (Al, 251 — .7:1> gerade XY — Lg(A1)7

A" = (A || Ag, Fi1 x F3) gerade Ls(A;) N Lg(Asz), und

AY = (A || Ag, F') gerade L3(A;) U L3(As), wenn man

F = {K C 5 x Sg|7Tl(K) € JF1 oder 7T2(K> c .7:2}

setzt. Hierbei ist m; die Projektion auf die i-te Koordinate. Also m(K) = {s € S;|3¢ €
Sy i (s,s') € K}, m(K)={s € 5|3dse€S;:(s,5) € K}.

2.) Es seien Ly, Ly € Raty, so existieren Automaten A; = (5;,%;, A;, s;) und endliche
Mengen F; C S fiir i=1,2 mit L; = Ly((4;, F;)). Es gilt wie eben

LQ(Al HAQ, (Fl X 52) U (Sl X Fg)) = L1 U L2.
Es gilt aber selbst fiir determinierte Automaten A; nun im Allgemeinen
LQ((AI)SI - Fl)) ?A XY — L17

da fir w € L; der run sow sowohl Zustande aus F} als auch aus S; — F} unendlich oft
beriihren kann. Ebenso gilt im Allgemeinen

Lg((Al HA27F1 X Fz)) 7& L1 N LQ,

da fir w € L1 N Ly der run sow in Ay || Ay unendlich oft zu verschiedenen Zeitpunkten in
A; einen Zustand aus F} als in A5 einen Zustand aus F» annehmen kann. Man kann die
Konstruktion fiir L; N Ly aber durch einen kleinen Mehraufwand retten: Definiere

A= (S x Sy x {0,1,2}, 31 UXs, A, (51, 52,0)) mit

A'((s1,82,0),a)) := Ai(s1,a) X Ag(s2,a) x {0}, falls Ay(s1,a) N Fy =0,
A'((s1,82,0),a)) := Aq(s1,a) X Aa(sg,a) x {1}, falls Aq(s1,a) N Fy # @
A'((s1,89,1),a)) := Aq(s1,a) X Ag(sg,a) x {1}, falls Ay(sz,a) N Fy =

A'((s1,82,1),a)) := Aq(s1,a) X As(se,a) x {2}, falls Aq(se,a) N Fy # @
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A'((s1,89,2),a)) := Aq1(s1,a) X Aa(sg,a) x {0}.
Sind beide A; determiniert, so auch A™. Sei F' := S; x Sy x {2}, so gilt:

w € Ly(A", F')

> 3r € Runi™ (w): r beriithrt einen Zustand der Form (s, s, 2) unendlich oft

<= 3ry € Runf'(w): 71 beriihrt einen Zustand aus F; unendlich oft und 3ry € Runf?(w):
r9 beriithrt einen Zustand aus F, unendlich oft
< w € L1 N L.

|

Lemma 2.2 FEs gilt
e fiir jeden Biichi-Automaten A: Ly(A) C lim(Lysin(A)),
e fiir jeden determinierten Biichi-Automaten A: Ly(A) = lim(Lyiy(A)),
o es existiert ein indeterminierter Biichi-Automat A mit Ly(A) # lim(Lyin(A)),
o Raté = lim(Rat) C Raty und
e Ratd C Ratl, Raty C Rats.

Beweis: w € Ly(A) <= Tr € rung,(w) : r berithrt F' unendlich oft = i : w[i] €
Lyin(A) und wli] < wli + 1] <= w € lim(Ly;,(A)). Ist A determiniert, dann besteht
Rung,(w) aus genau einem run, also gilt auch die Umkehrung im obigen = -Schritt.
Es sei A der indeterminierte Automat aus Abbildung 2 mit Ls(A, {s2}) = {a, b}*ba®.

Co P

&

Figure 2: Ein indeterminierter (unvollstdndiger) Automat

Es gilt aber fur jede Sprache M C {a,b}* laut Lemma 1.4 {a,b}*ba® # lim(M).

Die letzte Aussage sieht man leicht wie folgt: Seien A = (5,3, A, sg) ein Automat und
F C S gegeben, dann gilt mit

F={TCS|TNF#0}
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sofort  Ly((A, F)) = L3((A, F)). .

Es sei betont, dass man die Gleichung Raté = lim(Rat) C Rat, richtig lesen muss. Sie
besagt, dass fiir jedes Alphabet X Rouf%E = lim(Raty) C Ratyx gilt, es aber ein Alphabet
¥ existiert, fiir das Ratyy C lim(Raty) nicht gilt.

Lemma 2.3 K ¢ Ratg <= dn : Vi < n: 3 rationale finitare Prdfizcodesprachen P;, Q);
mit

K =]Jraer.

i<n

Beweis: Jede rationale finitdre Sprache M lasst sich darstellen als M = J,.,, F;Q; mit
rationalen finitédren Prafixcodesprachen P, Q;. Damit gilt lim(M) = {J,., lim(PQ}) =
Uign Plim(Q7) = Uign PQs.
Umgekehrt: Seien P, (); rationale finitdre Préfixcodesprachen, dann gilt |J,., P,QY =
lim(U,,, PQ7) € lim(Rat). -

Da die Tatsache (siehe Eilenberg [5]), dass sich jede finitére rationale Sprache M derart
als M = |, Qi mittels finitérer rationaler Préfixsprachen darstellen lésst, relativ
unbekannt ist, wird Lemma 2.3 im Folgenden nicht weiter benutzt. Offensichtlich gilt das
folgende

Lemma 2.4 Fir einen Biichi-Automaten A = (S, %, A, so, F) gilt

Lo(A) = | J Lugw L% -

s'eF
Satz 2.2 Rat, = Reg”.

Beweis: Das letzte Lemma impliziert sofort Rats C Reg®.

Umgekehrt: Sei K = {J,.,, M;N¢ mit M;, N; € Reg . OE gelte ¢ ¢ N; U M;, denn
MN® = (M —{e})N*UN“ und N* = (N — {e})*.

Ein indeterminierter Automat A = (S, %, A, sq, F') heifit normiert, falls

1.) keine Kante in s fithrt, d.h. Vs € S :Va € ¥ : 59 ¢ A(s,a), und

2.) F nur aus einem Zustand s; besteht, aus dem keine Kante herausfiihrt, d.h. Va € X :
A(sf,a) = 0.

Offensichtlich existiert zu jeder finitdren Sprache L mit € ¢ L ein normierter Automat A
mit L = Lg;,(A). Identifizieren wir in A nun den Finalzustand mit dem Startzustand, so
folgt, dass genau L“ 2-akzeptiert wird.

Es seien A; ein normierter Automat, der M; akzeptiert und B; ein normierter Automat, der
N; akzeptiert. C; := A;B; sei der Automat bestehend aus den Automaten A;, B;, wobei
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der Finalzustand von A; mit dem Start- und mit dem Finalzustand von B; identifiziert
wurde. Dann gilt offensichtlich
Ly(Cy) = MNP,

also ist M; N in Rat, und damit auch K.

Satz 2.3 Rats C Reg“.

Beweis: Essei A = (S, %, A, sg, F) mit F = {S} und S = {so, 1, ..., S } ein 1-dimensionaler
Muller-Automat. Dann gilt
L3(A) = <L80,81 © LSLSQ ©...0 L3i75i+1 ©...0 Lsn,so>w>
also L3(A) € Reg®.
Sei nun L aus Rats, so existieren ein Automat A = (S, X, A, sg), ein k aus N, und Mengen
D; C Sfurl<i<kmit
L = L3(A,{Ds,..., Dy}).

Fir w € L existiert damit ein run r in A mit Beschriftung w und Inf(r) = D; fiir ein
1 < k. Ab einer bestimmten Stelle bewegt sich dieser run damit ausschliellich in D; und
bertihrt jeden Zustand in D; unendlich oft. Wir konnen also zu A einen neuen Automaten
A; hinzufiigen, der A eingeschrinkt auf die Zustande in D; ist, in den man ab irgendeiner
Stelle im run hinein springt und ihn nicht mehr verlasst. Formal:

Fir 1 < ¢ < k,s € D; sei A;5 der von D; generierte Teilautomat von A mit s als

Startzustand, also
Ai,s = (DZ, Z,A N (Dl X 2 X DZ), S}.

fli,s ist eine Kopie von A, ;, in der alle vorkommenden Zustande s in §; umbenannt sind,
D; = {8; | s € D;}. A; sei /113 fiir irgendein s; € D;, d.h. der Startzustand ist irrelevant.
A’ entstehe aus A durch Hinzufiigen je einer Kopie fli, fir 2, 1 <4 < k, und fiir jeden Zus-
tand s € D; wird s in A mit §; in der Kopie /L iiber eine e-Kante verbunden. A7 entstehe
aus A’ durch die Standardtechnik zur Elimination aller e-Kanten, fir F = {Dy, ..., Dy }.
A7 heiBt auch die F- Vervollstindigung von A.

Es sei F := {ﬁl, ...,ﬁk}, dann gilt

L=Ly((AF) = Li((A" F) = |J  Luowo Ls((Ais. {D:})),

1<i<k,s€D;

wobei (A, s, {D;}) spezielle 1-dimensionale Muller-Automaten sind, deren Ls-Sprachen
nach unserer Anfangsiiberlegung in Reg” liegen. Also L € Reg”.
|

Wichtig in dieser Konstruktion ist, dass kein Teilautomat A, jemals wieder verlassen
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werden kann. D.h., wird einmal ein Zustand aus D; erreicht, konnen nur noch Zustande
aus D; durchlaufen werden. Leider fiithrt diese Konstruktion wegen der Elimination der
e-Kanten i.A. von einem determinierten Automaten zu einem indeterminierten.

Satz 2.4 (Komposition Rat}) Fiir M € Reg, L € Ratd gilt ML € Rat4.

Beweis: Es seien A; = (S;, %, d;, 8;) zwei determinierte Automaten und es gelte
M = Lgin((A1, 1)), L = L3((A2, F2)),

fiir F7, Fy geeignet. Gesucht ist ein determinierter Muller-Automat, B, der ein Wort w
genau dann akzeptiert, falls w = wv ist fiir geeignete u € M,v € L. Dazu arbeitet B
zuerst den eindeutigen run syw solange ab, bis er einen Zustand s € F) erreicht. Jetzt
kann B weiter in A; arbeiten (falls u noch nicht komplett abgearbeitet ist) oder in den
Startzustand von Ay wechseln, um v zu erkennen. An welcher Stelle im run und in
welchem Finalzustand aus F; von A; dieser Wechsel nach A, stattfinden muss, ist aber a
priori nicht bekannt. Daher muss B bei Erreichen eines finalen Zustandes aus F; parallel
in A; und A, weiterarbeiten. Die bekannte Parallelkonstruktion A; || Ay reicht aber nicht
aus, da in einem Zustand (s,q) € Sy X Sy im Fall von s € F; B wieder die Rechnung
ab s splitten muss (weiter in A; mit s und parallel dazu weiter in As von sy aus) und
noch die schon existierende Parallelrechnung in A, bei ¢ weiterfiihren muss. Dazu werden
Zustande aus Sy x S5 benotigt. Wie kann man n beschranken? Erreicht B einen Zustand

(Saq17"'7Qn) mit q4i = g; fiir ein 7&]71 < Z)J <n,

so muss nur eine dieser beide Rechnungen in Ay von ¢;, Q); aus fortgefiihrt werden. Also
definiert man B formal als
B =(5,%,A, s, F) mit

S =81 x Ty mit n =[S+ 2 und T := S, U {0},
s := (81,0, ...,0),
Fo=51x |J (T x Fx T3+,

1<i<n+2

fiir einen neuen (Ruhe-)Zustand 0 (in dem Ay nicht arbeiten soll) mit 0 ¢ S,. Dazu
erweitern wir d9 auf 75 x ¥ durch

52(0, a) := {0}

und definieren
A((Sa qi, - qn+2)7 a) als

(51(87 a)v 5é(ql7 CL), B 6;((]71—1—2’ a))’
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fiir s ¢ Fy mit §5(q;,a) := 0, falls ein ¢ < j existiert mit ¢; = ¢;, und 05(g;, a) := d2(g;, a)
sonst, und als

(51(8’ CL), 65/((]17 CL), ceey 5;,<Q7l+27 a))7

fir s € Fy mit 05(g;,a) = 02(s2,a), falls ¢ = 0 und Vi < j : ¢ # 0 gilt, und
05(q;, a) == d2(q;, a) sonst.

Es sei 7 = (s1,0,...,0)w mit w € ¥* ein run in B. Die Zustandsfolge o(r) von r ist ein
Wort in (S; x 73')“, dessen i+1-te Projektion wir als i-te Spur von r bezeichnen. Damit
gilt dass die Rechnung auf Spur j in den Ruhezustand 0 gelangt, falls auf Spur j ein
Zustand erreicht wird, der auch gerade auf Spur ¢ fiir ein ¢ < j angenommen wird. Die
Rechnung wird ja auch auf Spur ¢ fortgesetzt und damit kann Spur j freigegeben werden.
Bei | S| + 2 Spuren ist damit stets auf mindestens einer Spur ein Ruhezustand vorhan-
den. Erreicht r auf Spur 0, auf der die Arbeit von A; simuliert wird, einen Finalzustand,
so wird auf der ersten freien Spur eine neue Rechnung von A, vom Startzustand s, aus
gestartet. Wird eine Spur unendlich oft freigegeben und wieder neu benutzt, so liegt 0 in
der Menge der auf dieser Spur unendlich oft angenommenen Zustande. Da 0 in F3 nicht
vorkommt, tragt diese Spur nichts zur 3-Akzeptanz bei. Damit gilt.

w e ML <—

JueM:JveL:w=uw-<

ds € Fy : 3n: der run syw[n] in Ay endet in F} und fiir den run 7’ := sow(n+1)w(n+2)...
gilt Inf(r') € Fy <=

fir den einzigen run r = (s1,0...,0)w in B gilt: 3 Spur i : Inf(r;) € Fo <

Inf((sl,(), 70)11}) eEF3<=we Lg(B)

2.3 Der Hauptsatz von Biichi-McNaughton

Wir benotigen nur noch einen Schritt, um den Hauptsatz von Biichi-McNaughton tiber
w-regulare Sprachen zeigen zu kénnen.

Satz 2.5 (Choueka) VM € Reg: 3N € Reg : M“ = M*lim(N).

Beweis: Wir folgen hier Choueka [6] mir einer Vereinfachung (f-Ramsey-Zerlegung) nach
Perrin und Pin [7].
Es seien A = (5, %, 0, s9) ein determinierter Automat und F' C S mit M = Ly, ((A, F)).
Definiere N als

re€N: <= JueX: Jze X" mit

1)z =wuz, 2.)ue M*, 3.) 0 (so,z) = 0*(s0,2) und 4.)V2" < 2z : §*(sg, ) # 6*(s0,2).
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Wegen

N = J((Laps " M) (|J (Lo N Liyw N ZF) = | (Luwr N Ly r N ST)ET))

SES s'eS s'"eS

ist N reguldr. Nun gilt M¥ = M*lim(N), denn:

727 Wir zeigen lim(N) C M<:
w € lim(N)
— Vi : 3z, uy, 2, die 1.) bis 4.) erfiillen, mit z; < ;41 und w = lim ™ x;
= uy # y fir k # [ (denn fir uxy = w, mit k < folgt zp, = w2z < 2 = Wz = ugzy,
d.h. 2z < 2z widerspricht 4.) )
= w = lim " u;z; mit u; # u; Vi, j mit ¢ # j
= d Teilfolge der u;z; mit w = lim™u;z; und Vi : u; < u;qq
—> J weitere Teilfoge der w;z; davon mit w = lim™wu;z; mit Vi : u; < x; < uzyq
= dr; Ui =T = Til = Uir12ie1 = TiTiZis1-
Aus 6*(so, ziri) = (6" (S0, 2i),7i)) = 6*(6*(s0,24),73)) = 0*(s0,2i7i) = 6*(S0,Uit1) € F
(wegen u; € M*), folgt
Yi =z € MJr, d.h.
Tiy1 = Ty mit z; € M*,y; € M, also 2.1 = uqy;...y;, und somit
w=lim 21 = lim uyys..y; € (M) = M.

7C”: Seiw € MY, so existiert eine Zerlegung w = wjws...w;... mit w; aus M.
f: 2t =S
sei definiert durch
f(u) :== 8" (so,u),
so existiert eine f-Ramsey-Zerlegung {i;},en mit
w = (wio...wil,l)(u}il...wirl)...(wij...wijﬂ,l)...
und es existiert ein s € S mit
6" (80, wy;...w;, 1) = s fiir alle j > 0.

Insbesondere gilt
W = Wjy... W —1 © lim " v;
mit
v = wil...wij_l.
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Es bleibt zu zeigen, dass v := lim~v; in lim(N) liegt.
Zu jedem j sei r; die kleinste Zahl r mit

i; <1 <41 und 8 (so, wy, ... w,) = s.
Damit definieren wir
Ty 1= Wiy ... Wy,
uj = v; und z; 1= w;;...w;.

Diese Tripel
l’j, Uj, Zj

erfiillen fiir jedes j die Bedingungen 1.) bis 4.). Also liegt z; in N und

v=1Ilim " v; =lim~z; € lim(N).

Definition 2.8 (Klassische Abschliisse) FEs seien £ und L; fir i = 1,2 eine Menge
von Sprachen, dann sind

CIY(L)

der Abschluss von £ unter Vereinigung und
Clbool (,C)

der boolesche Abschluss, d.h. der Abschluss unter Vereinigung, Durchschnitt und Kom-
plement, und

£1£2 = El o £2 = U{L1L2 | L; € EZ},
lim(L) == | J{lim(L) | L € L} und
(L) = J{Lv | Le L)}

Vorsicht: Mit diesen Bezeichnungen ist Reg“, die Klasse aller reguléren infinitaren Sprachen,
etwas anderes als (Reg)®, die unendliche Konkatenation von reguléren finitdren Sprachen.
In der Tat gilt (Reg)” # Reg®”, denn {a,b}*ab” € Reg®, aber {a,b}*ab” # M* fiir jede
finitdre Sprache M € {a,b}*. Denn {a,b}*ab” = M¥ = Jw € M : w enthélt ein a
= w" € M* enthélt unendlich viele a und liegt daher nicht in {a,b}*ab”.

Wir haben nun alle Resultate zusammen, um den sogenannten Hauptsatz von Biichi [3]
und McNaughton [8] iiber infinitére reguldre Sprachen zu formulieren und zu beweisen.
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Satz 2.6 Hauptsatz von Biichi-McNaughton Die folgenden Klassen von Sprachen
sind gleich:

e Reg”

o 1" (Reg®)

e Rats

e Rats

e Ratd

o (1" Ratd)

o Cl*°(lim(Reg))

e Cl”(Reg o (Reg)®)

e ClY(Regolim(Reg))

Beweis:

K € Reg”

= pes In:AM;,N; € Reg : K = J,., M;Ny € Cl°(Reg o (Reg)*)

= 525 30 IM;, N; € Reg : K =, M; o lim(N;) € CI(Reg o lim(Reg))
= [292521524 K € Rat}

= Def K € Rat3

= g23 K € Rat”

< g22 K € Rat,.

Mit Satz 2.4 sind diese Klassen gegen Boole’sche Operationen abgeschlossen.
Weiter gilt: Ratd = lim(Reg) nach Lemma 2.2 und
Le Reg —— 22 lzm(L) c Ratg Cr o9 Ratg, d.h.

C1*°!(lim(Reg)) C CI"(Ratl) =24 Ratd.

Umgekehrt: Sei L € Ratl, so existiert ein determinierter Automat A = (5,3, 4, s¢) und
ein F = {Dy,.... Dy} mit D; C S und L = L3((A,F)). Da A determiniert ist, stimmen
Worter mit runs iiberein, und man sieht sofort:

Ly((A, F)) = | Ls((AADH) = [J () L2((A,{s})) = Lo((A, S = D))

DeF DeF seD

€ O1"(Rat3) =5 C1" (lim(Reg)).
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Da Ratd nach Satz 2.1 gegen Vereinigung und Durchschnitt, mit dem Lemma 2.2 und
dem Hauptsatz aber echt in Rat, = C1**°!(Ratd) enthalten ist, folgt sofort

Korollar 2.1 Rat ist nicht gegen Komplement abgeschlossen.
Wir konnen dies aber auch iiber ein Beispiel direkt sehen:

L:= ((a+b)*b)* = Ly((A, {s1}) € Rat§

fiir den determinierten Biichi-Automaten A aus Abbildung 1. Damit gilt nach Satz 2.1
auch
L':=a*UL € Ratd.

Fiir ihr Komplement gilt aber nach Lemma 1.4

(a+0b)” — L' = (a+b)*ba* ¢ lim(Reg) = Ratd.
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3 Algebraische Theorie von w-regularen Sprachen

3.1 Kongruenzen auf finitaren Sprachen

Wir wiederholen hier einige Grundbegriffe der algebraischen Automatentheorie finitarer
Sprachen. Im nachsten Paragraphen werden diese Begriffe dann auf infinitare Sprachen
iibertragen.

Definition 3.1 (Kongruenz, saturieren) Eine Aquwalenzrelatwn T C X" X X* satu-
riert eine finitire Sprache L C X* wenn L die Vereinigung von Aquivalenzklassen von T
ist, d.h. es eine Teilmenge M C X* gibt mit

L= w)

weM

Eine Rechts-Kongruenz 7 tber ¥* ist eine Aquz’valenzrelation mit Yu, v, w € X*:
utv = (uw) T (Vvw).

Eine Kongruenz ist eine Rechts-Kongruenz fur die zusdatzlich gilt: Yu,v,w € ¥*:
utv = (wu) 7 (W).

Der Index einer Aquz’valenzrelation ist die Anzahl der verschiedenen Aquivalenzklassen
dieser Relation. FEine Aquwalenzrelatzon T heifit grober als eine Aquivalenzrelation p,
falls die p-Aquivalenzklassen stets in 7-Aquivalenzklassen enthalten sind, d.h. falls fir
alle u,v € ¥* gilt

uUpv = UTO.

Korollar 3.1 Fiir jede Aquivalenzrelation T gilt offensichtlich

e 7 saturiert eine Sprache L genau dann, wenn fir alle u,v € ¥* gilt

utv = (ueLl & veL),

o 7T saturiert L <= T saturiert X* — L,
o 7 gréber als p = Index(1) < Index(p).

Korollar 3.2 Fur jede Kongruenz T und Worter u,v,x,y € ¥* gilt
e UTUVANZTTY — UTTVY,

o [ul[o], C fudl,.
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Beweis. 1. utTvAxTYy = urTOTTVY = UTTUVY.
22w € [ul.[v], = Jw € [ul,ws € [v]; : W = Wwy = wWiTUANWTV —>
WiWwe TUV = w = wiwy € [uvl,.

|
Definition 3.2 (~;-Kongruenz) Fir eine Sprache L C ¥* ist
~p C X' x X*
definiert durch Yu,v € ¥*:
u~p v o= Ywel: (vweLsovwel).
Korollar 3.3 Fur L C X* gilt stets
e ~ st eine Rechts-Kongruenz, die L saturiert,

e von allen Rechts-Konkruenzen, die L saturieren, ist ~p, die grobste.

Beweis. Offensichtlich ist ~ eine Rechts-Kongruenz. Aus u ~p v folgt sofort u = ue €
L < ve =v € L. Also saturiert ~ auch L. Fiir eine Rechts-Kongruenz p, die L saturiert,
gilt fir alle u,v,w: upv = wwpvw = (vw €L S ovw € L) = u~gv. Also
ist ~, grober als p.

|

Definition 3.3 (Monoidhomomorphismus) Es seien (M;,0;,1;),1 < i < 2, zwei
Monoide. Ein Monoidhomomorphismus h von M; nach Ms ist eine Abbildung

h: M1 — M2 mit
h(1y) = 1o, und Va,b € M, :
h(a o1 b) = h(a) og h(b).

Der folgende Satz ist zentral in der algebraischen Automatentheorie.

Satz 3.1 (Algebraische Charakterisierung von Reg) Folgende Aussagen sind fir eine
Sprache L tiber ¥ dquivalent:

1. L ist rational,

2. 3 endliches Monoid (M,o,1) : 3B C M : 3h : ¥* — M Monoidhomomorphismus
mit

L= h_1<B)7

3. 3 Kongruenz mit endlichem Index, die L saturiert,
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4. 3 Rechts-Kongruenz mit endlichem Index, die L saturiert,
5. ~p hat endlichen Index.

Man nennt eine Sprache, die Aussage 2) oder 4) erfiillt, hdufig auch rational oder erkennbar.
Beweis.
1) = 2): Sei L rational, so existiert ein endlicher Automat A = (S,%,4, sq, F), der L
akzeptiert. Wir setzen

M := S5,

0:8% x 8% — 8% definiert als (f o ¢)(q) := g9(f(q)),
1:=ids,B:={f:5— 5| f(so) € F},
h:¥* — S% definiert als h(w)(q) := 6*(q, w).
Damit ist (59, 0,id) ein endliches Monoid und # ist ein Monoidhomomorphismus wegen
h(uv) = Aq.6"(q, uv) = \q.0"(6" (¢, u),v) = Ag.h(v)(h(u)(q)) = h(u) o h(v) und
h(e) = Aq.0%(q,€) = idg.
Ferner gilt
h™Y(B) = {w € X* | h(w)(sp) € F} = {w € X* | §*(s9,w) € F} = L(A) = L.
2) = 3): Seien (M, o, 1), B, h gegeben wie in Aussage 2). Konstruiere
T C Y x ¥ als utv <= h(u) = h(v).

7 ist eine Aquivalenzrelation von endlichem Index (da es héchstend | M| viele Aquivalenzklassen
geben kann) und wegen

uTv= h(u) = h(v)
= h(wiuws) = h(wy) o h(u) o h(wy) = h(w;) o h(v) o h(wy) = h(wivw,)
= (wiuws) T (wyvws)

fiir beliebige wy, wy auch eine Kongruenz. 7 saturiert L wegen
utv Au€ L(=h"'(B)) = h(u) =h(v) Ah(u) € B = h(v) € B = vEl

3) = 4) per Definition.

4) = 5): ~ ist die grobste alle Rechts-Konkruenzen, die L saturieren, und hat damit
von allen diesen Rechts-Konkruenzen den kleinsten Index.

5) = 1): Wir konstruieren aus ~j einen endlichen Automaten A = (S,%,0, s, F') wie
folgt

Si=A{lwl, |wex™}, Fi=A{wl., |weLl}, so:= e, 6(w].,,a) = [wa.,.
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0 ist unabhéangig vom Reprasentanten wegen
[Wi]e, = [waln, = w1 ~L we = (wya) ~L (waa),

A ist endlich, da ~ endlichen Index hat, und es ist [w]., € F <= w € L. Mittels

Induktion tiber ¥* sicht man sofort

~L

0 ([Wlny, u) = [wuls,.

Damit gilt

Lyin(A) = {u eS| 6" (sp,u) € F} = {ue 9 | [eu)., € F} ={ue ¥ |ue L} = L.

Beispiel 3.1 Fir einen determinierten oder indeterminierten Automaten A = (S, %, A, s, F')
definieren wir eine Relation ~,C (X*)? durch Yu,v € X*:

*

U Ui Vs eSS AY(s,u) = A%(s,0).

Damit ist =4 eine Kongruenz von endlichem Index, die Ly;,(A) saturiert.

3.2 Kongruenzen auf infinitaren Sprachen

Definition 3.4 (periodisch) Ein Wortw € X¢ heif$t schlielich periodisch wenn Warter
u,v € X* ewistieren mit w = uv®.

Korollar 3.4 Jede nicht leere Sprache in Reg® besitzt mindestens ein schlieflich peri-
odisches Wort.

Beweis: Trivial: Sei w € L € Reg” und sei A = (S, %, 0, 59, F) ein determinierten Muller-
Automaten mit L = L3(A). Insbesondere existiert der 3-akzeptierte run r = spw mit
Inf(r) € F. Dann existieren ein s € S, u,v € ¥* und z € 3 mit sow = s,usvsz und
mit Zu(sv) = Inf(sow). Damit liegt auch uv®” in Ly(A).

|

Beispiel 3.2 Es sei Ly := {babaaba?...ba'ba'™ ...}, so ist Ly nicht w-requlir, da Ly kein
schlieflich periodischer Wort besitzt. Sei L eine w-requldre Sprache, dann ist auch LU Lg
nicht w-requldr, da sonst wegen Ly = (L U Ly) — L) und dem Abschluss von Reg” unter

allen Boole’schen Operation auch wieder Lo w-reqular sein mdisste.
O
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Folgendes technische Lemma ist hilfreich und zeigt typische Argumentationen fiir in-
finitare Worter.

Lemma 3.1 FEs seien L C Regg, 7 C (32*)? eine Kongruenz mit endlichem Index und
u,v € X mit [u].[v]* N L # (. Dann existieren Worter x,y € X* mit

[u]-[v]7 C [2]-[y]7 und xy” € L.

T

Beweis: Fir X := [u].[v]* N L sei X # (). Mit Satz 3.1 sind fiir jede Kongruenz mit

endlichem Index [ul,,[v], w-reguldr, damit auch [u].[v]¢. Als Durchschnitt zweier w-

regularer Sprachen ist X selbst w-regular. Damit besitzt X ein schliellich periodisches
Wort
st € X = LN Jul[v]?.

“
Damit gilt Vi : 3j; > i : 3¢}, ¢t/ € ¥* mit
o st = (st/th) (Lt th)... (L1, ). = wow ws...w;... mit
o wy = sti't) € [u],[v]F,
o w; =t/thrtl e ]l
o ¢ =tit! und damit auch

171

+
T

® W,..w; € [u],[v]
Es existieren k, [ mit ¢;, = ¢}, und n, m mit

o = wy..wy € [ul,[v]” und

® Y= Wpyiy... Wt € [V]7
Also gilt:

o Yy = st¥ € L mit

e € [ul,[v]" C [uww"],, also [z], = [uv"],, und

e yc v C v, also [y], = [v"],, also

o [ul[o]y C [uw"]; (v = [z];[y]7

Definition 3.5 (saturieren) FEine Kongruenzt C (X*)? saturiert eine infinitire Sprache
L C 3% genau dann wenn fir alle Worter u,v € X* gilt:

w7 VL # 0 = [ul-[o]7 € L. (1)

T
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Korollar 3.5 Fiir eine Kongruenz 7 C (X*)? und eine infinitire Sprache L C ¥ sind
folgende Aussagen dquivalent:

1. 7 saturiert L,

2. Yu,v € ¥*: ([u];[v]¥ C L oder [u],[v]Y CX¥— L),

T

3. T saturiert X — L,

Besitzt T zusatzlich einen endlichen Index, sind dazu ebenfalls dquivalent
4. Yu,v € ¥*: (w € L = [u],[v]Y C L),
5. Yu,v € ¥*: (wv” € L <= [u];[v]* CL).

Beweis: Aus der Definition folgt sofort 1.) <= 2.) <= 3.).
1.) = 4.): Gilt wv* € L, so gilt wegen uv® € [u],[v]* auch [u],[v]* N L # () und damit,
da 7 L saturiert, auch [u],[v]* C L.
4.) = 5.): Gilt [u],[v]¥ C L, so gilt auch uv* € L.
5.) = 1.): Seien u,v € ¥* mit [u],[v]* N L # 0, so finden wir nach Lemma 3.1 Worter
x,y mit [u],;[v]* C [z].[y]¥ und mit zy* € L. Insbesondere gilt mit 3.) auch [u],[v]Y C
[#]-[y]7 € L.

|
Der folgende Begriff "iiberdecken” ist eng mit ”"saturieren” verwandt.

Definition 3.6 (iiberdecken) Fine Kongruenzt C (X*)? iberdeckt eine infinitire Sprache
L C >¥ genau dann wenn gilt

L= U{[U]T[v]f | u,v € ¥* und wv® € L}.

Lemma 3.2 Es seien 7 C (X*)? eine Kongruenz mit endlichem Index und L C ¥, so
qgilt:

1. 7 dberdeckt L —> L € Reg"”,

2. T tberdeckt ¥*.

Beweis. 1.) Es sei
L= U{[u]T[v]f | u,v € ¥* und uv®” € L},

und 7 habe endlichen Index, also

L= Jluv;)
<n
fur geeignete Worter u;, v; mit ;0¥ € L. Damit sind [u;], [v;] reguldre finitdre Sprachen,

also auch L = (J,, [wi][vi]” in Reg®.
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2.) Wir zeigen zuerst 3¢ = (J, ,cx.[u]-[0]2: w € X ist w = wiws..w;... mit w; € X eine
triviale Zerlegung von w. Damit existiert hierzu nach Satz 1.2 eine f-Ramsey-Zerlegung
{ij}jen fiir
f:2T = ST /r mit f(u) = [u],
mit
W = (Wig... Wiy 1) (Wey - Wiy 1) oo (Wi Wi 1)
und
flwi;.wi 1) = [v]r ¥j >0
fiir ein v € ¥*. Setze u := wy,...w;, 1, dann gilt w € [u],[v]¥.
Mit Lemma 3.1 gilt dann auch ¢ = |J{[u],[v]¢ | u,v € ¥* und wv® € ¥*}.
|

Lemma 3.3 Fir eine Kongruenz 7 mit endlichem Index und eine infinitdre Sprache L
sind folgende Aussagen dquivalent:

1. 7 saturiert L,
2. T dberdeckt L.
Beweis: 1.) 7 saturiere L, so gilt fiir alle Worter u, v € ¥* nach Korollar 3.5
w® € L <= [u],[v] C L.

Da jedes infinitdre Wort nach dem Lemma 3.2 in einer Klasse [u],[v]¢ liegen muss, folgt

L= el | [0l € 2} =\l [ | we € L,

also iiberdeckt 7 L.
2.) 7 iiberdecke L, und der Index von 7 sei endlich. Damit ist die Vereinigung endlich und
L liegt in Reg®. Fir [u],[v] N L # 0 ist [u].[v]* C L zu zeigen. Mit Lemma 3.1 finden
wir z,y € ¥* mit zy* € L und [u],[v]? C [z],[y]*. Wegen L = J{[z],[y]* | zy* € L} liegt
also bereits [u],[v]¢ in L.

[

Biichi hat in [3] eine Kongruenz eingefiihrt, die wir Biichi-Kongruenz nennen.

Definition 3.7 (Biichi-Kongruenz) Zu einem Biichi-Automaten B = (S, %, A, so, F)
ist die Biichi-Kongruenz ~pC (X*)? definiert als: Yw,w' € $*:

w~p w e Vse St (A(s,w) = A(s,w') und Ap(s,w) = Ap(s,w')), mit
A(s,w) :={s' € S| Ir € Run®(w) : r endet in '}, und
Ap(s,w) :={s €S |3Ir € Run®(w): Zu(r) N F # 0 und r endet in s'}.
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Fiir zwei Biichi-kongruente Worter u, v’ gilt also, dass zu jedem run r mit Beschriftung u
von Zusténden s nach s’ ebenfalls ein run ' mit Beschriftung «’ von s nach s’ gefunden
werden kann, sowie zu jedem run r mit Beschriftung u von Zustanden s nach s, der F’
beriihrt, ebenfalls ein run " mit Beschriftung u von s nach s’ gefunden werden kann,
der ebenfalls F' beriihrt. Daher kann man mit einfachsten Mitteln, ohne Resultate der
Theorie der w-Automaten zu nutzen, zeigen

Lemma 3.4 Fir jeden Biuchi-Automaten B ist ~g eine Kongruenz von endlichem Index,
die Lo(B) saturiert.

Beweis: Es sei B = (5,2, A sg, F). Offensichtlich ist ~p eine Kongruenz. Fir S =
{s1, ..., 8p} ist eine Aquivalenzklasse [w]., durch den Vektor

(A(s1,w), Ap(s1,w), ..., A(sp, w), Ap(sp, w))

charakterisiert. Da B nicht determiniert sein muss, gilt A(s,w), Ap(s,w) € 25, also
|A(s,w)|,|Ap(s,w)| < 2" D.h., es kann hochstens 2n - 2" verschiedene Aquivalenzklassen
von ~pg geben.

Seien nun u,v € X* mit

[u]~p[v]2, N La(B) # 0.

Es sei
v € [uly0]2, N Lo(B),

so existiert ein 2-akzeptierter run r in B mit Beschriftung x. Insbesondere lasst sich r
wie folgt zerlegen: zu jeder Zahl ¢ finden wir eine Zahl j; > 1, Zustande s; € S und runs
r; mit

® I ="1Tre... ...,

ry fihrt von sg nach sy,

r; fuhrt von s;_1 nach s; fiir > 1 und beriihrt einen Zustand aus F’,

o 1y :=[(r1) € U]y,
o x;:=f(r;) € v]%i fiir alle 7 > 1.
Sei nun w ein beliebiges Wort aus [u].,[v]2 N Ly(B). Damit existiert eine Zerlegung
W = WWs...W;... mit

wy € [u], und w; € [V} fiiri > 1, d.h.
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Insbesondere finden wir zu jedem run r; von s;_; nach s; einen run r; ebenfalls von s;_;
nach s; mit Beschriftung w;. Beriihrt dabei r; einen Zustand aus F, so auch 7. Damit
wird

ri=rirh. .

von B 2-akzeptiert und hat die Beschriftung w, also w € Ly(B). D.h. ~p saturiert Ly(B).
|

Insgesamt konnen wir folgenden Zusammenhang festhalten.

Satz 3.2 Fir jede infinitire Sprache L sind folgende Aussagen dquivalent:
1. L € Reg*,
2. FEs existiert eine Kongruenz von endlichem Index, die L saturiert,
3. es existiert eine Kongruenz von endlichem Index, die L tiberdeckt,

4. es existieren ein endliches Monoid M, ein Monoidhomomorphismus h : ¥* — M,
n € N und Elemente a;,b; € M fir1 <i<n mit

L= ha) o).

1<i<n

Beweis: 2. <= 3. = 1.: Mit Lemma 3.3 sind die Aussagen 2. und 3. dquivalent und
implizieren mit Lemma 3.2 die erste.

1. = 2. Ist L € Reg¥, so existiert ein Biichi-Automat B mit L = Ls(B) und ~p
erfillt nach Lemma 3.4 die zweite Aussage.

3. <= 4.: Die vierte Aussage ist zur dritten dquivalent, da jede Kongruenz 7 kanonisch
das Monoid M := ¥*/7 und den Monoidhomomorphis h : ¥* — M mit h(w) = [w],
generiert, wobei fiir @ = [u], € M natiirlich [u], = h™!(a) gilt. Umgekehrt generiert jeder
Monoidmorphismus h : £* — M die Kongruenz 7 mit u7v < h(u) = h(v), fiir die fiir
jedes a € M,w € 3* mit h(w) = a bereits [w], = h™(a) gilt. D.h., es ist egal, ob wir mit
Aquivalenzklassen von Kongruenzen oder Urbildern eines Monoidhomomorphismus von
Elementen eines Monoids arbeiten.

Definition 3.8 (Arnoldsche Kongruenz) Fir L C 3¢ ist ~;C ¥* x ¥* die Arnold-
sche Kongruenz oder syntaktische Kongruenz von L definiert durch Vx,y € ¥*:

TRy <= Yu,v,w e X ( ulvrw)? € L & ulvyw)® € L und
vezwu? € L S oywu? € L ).

Offensichtlich ist ~, eine Kongruenz. Sie wurde von Arnold [9] eingefiihrt.
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Lemma 3.5 Die syntaktische Kongruenz von L ist stets grober als jede andere Kon-
gruenz, die L saturiert.

Beweis: Es seien L eine infinitare Sprache, 7 eine Kongruenz, die L saturiert, und
u,v,w,r,y € X* mit x7y. So gilt auch vew T vyw. Also:

u(vzw)? € L = [u].[vzw]? C L, da 7 L saturiert
= [ulsfoyw]? = [u]; frw]y € L
— u(vyw)® € L, und

vzwu? € L = [vzw];[u]Y C L = [vyw|;[u]Y C L = vywu” € L.

Also gilt auch = ~p y.

Lemma 3.6 L € Reg” <= =~ ist von endlichem Index und saturiert L.

Beweis: Die Riickrichtung ist klar, da L stets w-regular ist, wenn es von irgendeiner
Kongruenz mit endlichem Index saturiert wird.

"—": Zu L € ¥¥ existiert eine Kongruenz 7 vom endlichen Index, die L saturiert, und
mit Lemma 3.5 ist ~; damit grober als 7, besitzt also endlichen Index.

Zur Saturierung: Es sei zur Abkiirzung ~:=~;. Seien nun u,v Worter in >* mit uv” €
L, so ist mit Korollar 3.5 [u]~[v]% C L zu zeigen. Dies geschieht durch Widerspruch:
Annahme X := [u|~[v]Y — L # (. Da Reg® gegen Boolesche Operationen abgeschlossen

~

ist liegt X in Reg”. Damit existieren s,t € ¥* mit st¥ € X. Wie in Lemma 3.1 folgt die
Existenz von ty,te, ny, n}, ng, nfy mit

o =1ty

e st™t; € [u][v]™ und

o "2t € [v]"2.
Damit existieren ug € [u]~, v;, v € [v]x fiir 1 <4 <nj, 1 < j < nj mit

st"ty = ugvy...vy, und tot"t; = vi...v;,z.
Aus der Kongruenzeigenschaft von ~ folgt
ULVt R wv™ und v{...v;L,Q ~ "2,

und aus der speziellen Definition der Arnold’schen Kongruenz folgt weiter

(ur” =)uv™ (") € L 4= ugvr...vyy ("%)* € L
= (st* :)Uovl---vn’l (vi..0,)” € L,

!
Ty
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ein Widerspruch wegen wv* € L und st¥ ¢ L.
|

Man kann aber nicht schlieflen, dass aus einem endlichen Index von =j bereits die w-
Regularitat von L folgt. Aus der Definition von Arnold’s Kongruenz folgt sofort, dass
zwei infinitare Sprachen L, Ly mit gleichen schliefilich periodischen Wértern die gleiche
Arnold’sche Kongruenze ~, ==, besitzen. Fiir jede w-regulare Sprache L sind aber die
schlieflich periodischen Worter von L und L U Ly mit Ly aus Beispiel 3.2 gleich, und
damit auch deren Arnold’sche Kongruenz, die wegen der w-Regularitdt von L endlichen
Index besitzt. Dennoch ist L U Ly nicht w-regular.

3.3 Komplement-Automat eines Biichi-Automaten

Sei B = (5,%, A, sg, F) ein Biichi-Automat, so gilt

Ly(B) #0 <= 3s € S 3 endliche runs 1,7, € Run® :
ry lauft von sy nach s und

ro lauft von s iiber einen Zustand aus F' nach s.

D.h., in B muss ein erreichbarer Kreis mit einem Zustand aus F' vorkommen. Diese
Eigenschaft ist natiirlich leicht nachpriifbar. Also gilt das

Lemma 3.7 Fs ist entscheidbar, ob eine 2-akzeptierte infinitare Sprache leer ist.

Die algebraische Automatentheorie liefert eine Technik, aus einem Biichi-Automaten B
einen Biichi-Automaten B~ zu konstruieren, der gerade ¥ — Lo(B) akzeptiert.

Satz 3.3 (Komplement eines Biichi-Automaten) Zu jedem Biichi-Automaten B kann
ein Bichi-Automat B~ konstruiert werden, der gerade das Komplement akzeptiert, also
mit

Ly(B™) =X — Lo(B).
Beweis: Sei B = (9,3, A, sg, ) gegeben. OBdA seien alle Zustdnde von B erreichbar.
Es seien S = {s1,...,s,} und ¥ = {ay, ..., a,,}. Wir wollen die Biichi-Kongruenz ~:=~p
zu B berechnen. Jede Aquivalenzklasse [w]. mit Représentant w ist durch den Vektor

W= (A(sy,w), Ap(st,w), ..., A(sp, ), Ap(s,, w))

unabhangig von w beschrieben.
Ein Vektor v € (2%)%" heifit erreichbar, falls ein w € ¥* existiert mit w = v. Man kann
nun leicht alle erreichbare Vektoren mit deren Reprasentanten finden, etwa wie folgt:
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Vor={Thp(E) =g w:=¢
repeat
sei w’ der direkte Nachfolger von w in der lexiographische Ordnung, so setze

— — —
Vi =V, U{w'}; fur ' ¢ V, setze p(w') = w';

wi=w
until dn e N: Va e X :Vu,v e ¥": V, =V, = Vu;
V.=V,
Damit ist V' die Menge aller Aquivalenzklassen von ~ und zu jedem v € V ist p(v) ein
Représentant in ¥*. Es sei k := |V| und {wy, ..., w;} die Menge der Représentanten fiir
V.

Fiir jedes ¢ < k konnen wir mit Satz 3.1 einen Biichi-Automaten B; konstruieren mit
Lin(B;) = [w;]~. Mit dem Beweis zu Satz 2.2 finden wir zu jedem Paar i,j < k einen
Biichi-Automaten B, ; mit

La(Bij) = [wil~[wj]2.

Mit der Parallekonstruktion von Automaten konstruieren wir einen weiteren Biichi-Automaten
B mit
7]

Ly(Bi)) = [wil<[w;]2 N Ly(B).

)
Man testet nun, ob Ly(B;) = 0 gilt. Gilt Ly(Bf);) = 0, so liegt [w;]~[w;]2 ganz in
Y@ — Ly(B), da Ly(B) und X¥ — Ly(B) von ~ saturiert werden. Damit gilt

£ = Ly(B) = | H{lwil[w))2 | 6,4 < k A Ly(B) = 0}

Ebenfalls mit der Prallelkonstruktion von Automaten konstruiert man nun leicht einen
Biichi-Automaten B~, der U{[wi]~[w;]? | i,7 < k A Lo(Bf}) = 0} 2-akzeptiert.

|
Von Pecuchet ist in [10] eine Modifikation der obigen Methode angegeben, so dass B~
"nur” 4" (4”2 + 1) Zusténde benoétigt, falls B n besitzt.
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4 Logische Theorie von w-regularen Sprachen

Die Second Order Logik mit 1 Successor-Funktion (S1S) ist eine Logik der 2. Stufe
mit Variablen iiber Individuen und Mengen. Ihre Syntax und Semantik ist wie folgt
definierbar.

4.1 Syntax der S1S

Variable

Var; sei eine abzdhlbare Menge von (Individuen-)Variablen,

Varg sei eine abzdhlbare Menge von (Mengen-)Variablen mit Var; N Varg = ().

Terme

S ist eine einstellige Funktionenkonstante.

Jede Individuenvariable ist ein Term, und ist ¢ bereits ein Term so auch S(t).

Damit haben alle Terme also die Gestalt S™(x) fiir ein n € N und ein x € Var;, wobei
SO(x) := x und S"(z) := S(S"(x)) gilt.

Formeln

Fir XY € Varg, t,t,,ts € Term sind

teEX, ti=ty, X=Y

atomare Formeln.
Jede atomare Formel ist eine Formel. Sind ¥, ® bereits Formeln und sind = € Vary, X €

Varg, so sind auch
(WA ®), (<), (32¥), (3XV)

Formeln.

Folgende Abkiirzungen sind gebrauchlich:

UVP =(=0A-D),
U—&:=-UVo,
Vol =Tz,

vy =-(r=y),

wobei bereits folgende Klammerersparnisregeln verwendet wurden:
-, 3,V binden starker als A, V,

A,V binden starker als — .
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Wir machen ab, dass wir mit x,y, x; stets Individuenvariablen, mit X, Y, X, stets Men-
genvariablen, mit ¢, ¢; stets Terme, und mit ¥, ®, ¥; stets Formeln der S1S meinen.

Freie Variable
Die freien Variablen F'V eines Terms oder einer Formel sind induktiv definiert als:

V(z) = {z}, FV(S(t)) = FV(t),
FV(te X):=FV()U{X}, FV(t; =t,) == FV(t;) U FV (ty),
FV(X =Y):={X,Y},
FV (U A®):=FV(U)UFV(®), FV(-0):=FV(),
FV(3z0) := FV (V) — {z}, FV(AXV) := FV(¥) — {X}.

Ist ¥ eine Formel mit den freien Variablen FV(¥) = {X;, ..., X,,, 21, ..., ,, }, so schreibt
man auch
\D<X1, ceey Xm, L1y eeny iL‘n)

fur V. Eine Formel ohne freie Variable heif3t auch ein Satz.

4.2 Semantik der S1S

Interpretation, Modell
Eine Interpretation & ist eine Abbildung

S Vary U Vars — NU 2V mit
Ve € Vary: J(z) € Nund VX € Varg : $(X) CN.

Als Modell fiir S1S wihlen wir die Algebra (N, +1) mit N als Grundbereich und der Nach-
folgerfunktion +1 als feste Interpretation fiir die Funktionenkonstante S.

Die Interpretation & wird damit kanonisch auf Terme fortgesetzt durch
S(S(t)) == (t) + 1.
Die Erfillbarkeit einer Formel U der S1S unter der Interpretation & in (N, +1), in Zeichen
(N, +1) Eg ¥
oder nur (N, +1) F ¥, wenn & aus dem Kontext klar ist, ist induktiv definiert wie folgt:
(Ny+l) Fgte X <= (1) € (X)),

(N —I—l) Fgti =1ty <— %(tl) = %(tQ),

(N, 41 Eg X =Y 1= 3(X) = (V).

(N, +1) Fa UA® = (N, +1) Fq ¥ und (N, +1) kg @,

(N, +1) Eg =0 <= nicht (N, +1) Fg U,

(N, +1) Fg J2¥ <= es existiert ein @ € N mit (N, +1) Fgae/a ¥, und
(N, 4+1) Fg 3XVU <= es existiert ein A C N mit (N, +1) Fqx/a U,
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wobei 3%/ (bzw. $%/4) die modifizierte Interpretation von J ist, in der jetzt = auf a

(bzw X auf A) abgebildet wird.

Beispiel 4.1

Betrachten wir folgende Abkiirzungen

null(z) :=-32S(x) = z,

XCY =Ve(reX —-zeY),

Suff(X) =Ve(r e X — S(z) € X),

x <y =VX(Suff(X)ANr e X —-ye X),
XCQY =xCYANXAY,

Fin(X) =3Z(XCZANIyy ¢ ZANVe(zr ¢ Z — S(x) ¢ Z), und
Sing(X) =3V (Y CXAY £XAN-3Z(ZCXANZAXNZ#Y))

dann gilt
(N, +1) Eg null(z) <= S(z) =0,
(N,+1) Fs X CY <= J(X) C3(Y),
N+ Fsz <y <<= 3(z) < 3(y),
(N, +1) Eg Fin(X) <= J(X) ist eine endliche Menge, und
(N, +1) F Sing(X) <= S(X) ist einelementige Menge, d.h. eine Zahl.

O

Damit konnten wir auch auf Individuenvariablen verzichten: Wir fassen auch z als Men-
genvariable auf und ersetzen in jeder Formel x durch z A Sing(x).

4.3 Definierbarkeit in der S1S
Es sei ¥(Xq, ..., X;n, 21, ..., T,,) eine Formel der S1S.

(N, —I—l) F \D(Al, ceey Am, A1y enny Cln)

ist eine Abkiirzung fiir
(N, +1) Fq ¥

fiir die Interpretation & mit
I(X;) = A, fir 1 <i<mund $(z;) = q; fir 1 <i <mn,

flir Ala 7Am - N, ay, ...,y € N.
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Definition 4.1 (S1S-Definierbarkeit) Fir FV (V) = {Xy,..., X, Z1,...,x,} ist die
von W definierbare Menge M C (2N)™ x N" gerade

Def(V) :={(A1, ..., An,a1,...,an) | (N, +1) F U(Aq, ..., Ap, a1, ..., an) }.

Fiir m,n € N heifst eine Teilmenge M C (2N)™ x N S1S-definierbar, falls eine Formel ¥
der S1§ existiert mit M = Def (V).

Beispiel 4.2 G := {2n | n € N}, die Menge der geraden Zahlen ist S1S-definierbar,
etwa durch die Formel Vg (X) :=

Ve(re X - Sx)¢ X Nx ¢ X — S(x) € X)AJz(null(z) Nz € X).

Verschliisselung von M C (2N)™ x N™ in I'(m,n)*
Wir fassen

[(m,n) :={0,1}™*"
als ein Alphabet auf, dessen Buchstaben damit Vektoren der Dimension m+n iiber {0, 1}
sind. Diese Vektoren werden senkrecht geschrieben.
Fir A C N ist die charakteristische Funktion y4 : N — {0, 1} iiblicherweise definiert
durch x4(i) = 1 ;<= i € A. Wir wollen y als infinitdres Wort auffassen. Da wir aber
infinitdre Worter als Abbildung von N, aus definiert haben, modifizieren wir

XNy —{0,1} mit xya(i) =1 :<=i—-1€ A.
Wir identifizieren n € N auch mit {n} C N. Damit ist auch x,, definiert mit
Xn(i) =11 <= i—1=n.
Wir verschliisseln nun jede Teilmenge M C (2V)™ x N” in eine infinitire Sprache L(M)
tiber dem Alphabet I'(m,n) wie folgt:
Fiir o = (Ay, .., Ay ag,y s ay) € (2N)™ x N sei
() == x4, X o X XA,, X Xag X - X Xa,

das infinitdres Wort iiber I'(m, n) mit

mj(v(z)) =A; , fir 1 <j <m, und

mi(v(x)) =a; , firm<j<m-+n.
Hierbei sind die 7; die Projektionen auf die i-te Koordinate. Also,
w=w(lw(2)..wn).. e '(m,n)* = mw)=m(w(l))m(w(2))..m(wn))... € {0,1}.

Damit setzen wir

L(M) :={v(z) |z e M}.
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Beispiel 4.3 Ay ={2n |n e N}, Ay ={p e N |p ist prim }, a; = 4, dann gilt

101010101010
V(Ar, Agsar)= 001101010001
000010000000

O

Definition 4.2 Ein Biichi-Automat B = (S,[', A, so, F') akzeptiert eine Formel ¥ aus
S18S, falls gilt
Lo(B) = L(Def(v))

B akzeptiert eine Teilmenge M C (2N)™ x N", falls gilt
Ly(B) = L(M).
Beispiel 4.4
:={M C N | M ist endlich und besitzt eine gerade Anzahl von Elementen }

ist ebenfalls S1S-definierbar, allerdings ist eine definierende Formel deutlich schwieriger
anzugeben. Abbildung 8 zeigl einen Bichi-Automaten Bg, der gerade L(G) 2-akzeptiert:
w € Ly(Bg) <= w besteht aus gerade vielen Buchstaben 1 <= w = x4 und A ist eine
endliche Menge von gerade vielen Elementen.

Figure 3: Ein Automat fir G

Bg gibt nun ein Schema vor, eine S1S-Formel Vg zu konstruieren, die gerade Lo(Bg)
definiert:
Vg = Y Y13Y23Y3(—3x(x € YoAx € Yi)A—-Tx(x € oAz € Yo)A—Tz(x € YoAz € Y3)A
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—Jr(zeViNnzeYo))A-Tzx(x e Yi Az € Y3) A-TJz(x € YaAx € Y3)A
Jx(null(z) AN x € Yo) AVa(

(xeYonze X — S(x) e 1)A

(zeYynr ¢ X — (S(z) €YoV S(z) € Ya))A
(xeYiANxe X — S(x) € Yo)A
(xeYihx ¢ X — S(x) € Y))A
(zeYonz e X — S(z) € Y3)A
(xeYohax ¢ X — S(z) € Vo)A
(x € Yy — S(x) € Y3))A
Vyde(y <z Ay#x Az €Ys).

Yo, Y1, Y5 und Yz beschreiben die Zustande 0,1,2,3 von Bg. x € Y; sagt, dass wir einen
run verfolgen, der zum Zeitpunkt x den Zustand i erreicht. x € X sagt, dass wir zum
Zeitpunkt x einen Buchstaben 1 lesen, und x ¢ X, dass wir zum Zeitpunkt x eine 0 lesen.
Die ersten Teile sagen, dass man zu keinem Zeitpunkt in mehreren Zustanden sein kann.
Anschliefiend wird gesagt, dass wir zu Beginn im Startzustand 0 sind und danach die
Zustinde gemdfs der Automatentibergangsrelation dndern durfen. Letztens wird gesagt,
dass der finale Zustand 2 unendlich oft angenommen werden muss.

UJ
Satz 4.1 (Logische Charakterisierung von Reg®”) Vn,m € N: VM C (2N)™ x N":
L(M) € Reg” <= M ist S1S-definierbar .

Beweis: ”==": Das letzte Beispiel zeigt das Prinzip der Ubersetzung von einem Biichi-
Automaten in eine Formel. Details finden sich in [11].
<=": Induktion tiber den Aufbau der Formeln der S1S:

U =teX: Esgilt t =5"(z) fiir ein n € N und ein z € Var;.
1. Fall: n =0: Def(zx € X) = {(A,a) | a € A C N} wird von B,cx aus Abbildung 4
akzeptiert.

Figure 4: Ein Automat fir z € X

44



2. Fall: n > 0: Def(S™"(z) € X) ={(A,a) | a+n € A} wird von Bgn(y)cx aus Abbildung
5 akzeptiert.

01 01 1
00 /N 00 ¢ N0
- N

O

co
o=
co
|:|‘A

n Zustande

Figure 5: Ein Automat fiir S"(z) € X

U=t =t (=85(x) =5(y)): Sei n < m (der Fall m < n ist vollig analog), dann
ist Def(V(z,y)) = {(a,b) | a+n=b+m} ={(a,b) | a = b+ (m —n)} und wird von
Bgn(g)=sm(y) aus Abbildung 6 akzeptiert.

T N0 N\ 6 8 N 0
@, @, ()

[-1-]
[=1-]

m-n Zustande

Figure 6: Ein Automat fiir S"(z) = S™(y)

UV=X=Y: Def(X=Y)={(A,B) | A= B} wird akzeptiert von Bx_y aus Abbildung
7.

(=] -]
-

Figure 7: Ein Automat fir X =Y
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U = —®: Sei B ein Biichi-Automat der & akzeptiert, so existiert auch ein Biichi-
Automat B~, der das Komplement von B, also W, akzeptiert, da Reg“ gegen Komplement
abgeschlossen ist. Mit Satz 3.3 kann man B~ auch aus B effektiv konstruieren.

¥ = ¢, APy Beide Formeln miissen nicht die gleichen freien Variablen in gleicher Reihen-
folge besitzen. Fiir die Konstruktion akzeptierender Biichi-Automaten ist die Reihenfolge
technisch wichtig, nicht aber inhaltlich. Denn akzeptiert B = (S, {0, 1}™" A sg, F)
®(y1, ..., Ypn) und ist v eine Permutation auf {0,...,m + n}, so wird ®(y,1), - Yy(m+n))
gerade von B7 := (S,{0, 1} A7, sq, F) akzeptiert mit

A(s, (a) == A(S,ay-1(1), -y Gy1(mn)) )

mit a = (ay, ..., dman) € {0,1}™1". Hierbei ist y eine Individuen- oder Mengen-Variable.

Ist X eine freie Mengen-Variable von &5, die in ®; nicht vorkommt, so ersetzen wir
®; durch &; A X = X. OBdA sei X die erste Variable in &; A X = X. B =
(S,{0,1}™" A s, F) akzeptiere @1, dann wird ®; A X = X akzeptiert von B’ :=
(S, {0, 1} Al s, F) mit 8" € Al(s, (i,a)) < s’ € A(s,a) gilt fir i =0, 1.

Fir eine Individuen-Variable x wird der Automat B’ allerdings komplizierter, da eine
Individuen-Variable durch eine Zahl interpretiert werden muss, d.h. der akzeptierende
Automat muss auf der entsprechenden Spur genau einmal einen 1—Ubergang zulassen.
Sei also x eine Individuen-Variable von ®,, die nicht in ®; vorkommt, so ersetzen wir
®; durch ®; Az = z. OBdA sei x die letzte Variable in ®; A x = z. Wird &,
von B = (5,{0,1}™*" so, F') akzeptiert, so wird ®; A x = x akzeptiert von B’ :=
(SUS,{0,1}mt+1 A 5o F) mit

s e A'(s,(a,0)):<= s € A(s,a),

§eAN(s (a,1))< ¢ €A(s,a),

§ e A(s (a,0))< ¢ € A(s,a).

Mit diesen Trick der Zustandsverdopplung erzwingen wir eine Interpretation der letzten
Koordinate als Zahl: 1 kommt genau einmal in dieser Koordinate vor. Wir konnen also
oBdA annehmen, dass ®; und ®, die gleichen freien Variablen in gleicher Reihenfolge
besitzen. Damit gilt Def(®y A ®y) = Def(P1) N Def(Py) gilt. Mit der Parallelkonstruk-
tion von Automaten aus Satz 1.1 kann man aus Automaten B; und By, die ®; bzw &,
akzeptieren, auch einen Automaten effektiv konstruieren, der ®; A &, akzeptiert.

U = Jzd: Es sei FV(®) = {Xy,..., X;n, 21, ..., T}, und oBdA sei x = z,,. Der Automat
B = (S,{0,1}"" A sg, F) akzeptiere ®, dann wird 3z® von B’ := (SUQ, {0, 1}mHn=1 A
So, F) akzeptiert mit

s € AN(s,a)<= s € A(s,(a,0)),

§ e AN(sa) < s € A(s,(a,1)),

§e N5 a)<= s € A(s,(a,0)).
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Denn

w € Def(JxP)

<= dneN:wxyx, € Def(d)
<= dn € N: B akzeptiert w X x,
<= B’ akzeptiert w

<= w € Def(IzP).

U =3X®: Essei FV(®) ={Xy,..., X,», 21, ..., 7, }, und oBdA seiX = X;. Der Automat
B = (5,{0,1}™" A, s, F) akzeptiere ®, dann wird 3X® von B’ := (S, {0,1}"™ 1 A’ s, F)
akzeptiert mit s’ € A'(s,a) < Ji € {0,1} : s' € A(s, (i,a)). Denn
w € Def(IXP)
<= JACN: y4 xw € Def(P)
<= JA C N: B akzeptiert y4 X w
<= B’ akzeptiert w.
|
Wir haben im Beweis sogar gezeigt, dass zu einer S15-Formel ¥ ein Biichi-Automat By,
der W akzeptiert, effektiv konstruierbar ist.

4.4 Entscheidbarkeit der S1S
Th(S1S) := {¥ € S15 | FV(¥) = § und (N, +1) F U}

besteht aus allen wahren Satzen, die in der S15 formulierbar sind. Wenn ¥ keine freien
Variablen besitzt, so bedeutet (N, +1) F ¥, dass ¥ unter jeder Interpretation wahr wird.
Von Biichi ist folgender berithmter Satz, der die Theorie von Automaten iiber unendlich
langen Worten erst begriindet hat:

Satz 4.2 (Biichi) Th(S1S) ist entscheidbar.

Beweis: Per Definition besitzt jede Formel ¥ der S1S mindestens eine Variable. Falls sie
keine freien Variablen besitzt, muss ¥ oBdA die Form Jz®(z), IXP(X), =3Iz P(x) oder
—3X®(X) haben. Es sei B ein Biichi-Automat, der ® akzeptiert. In den ersten beiden
Fallen gilt damit (N, +1) F W gdw. Lo(B) nicht leer ist, und in den beiden letzten Fallen
gilt (N, 4+1) F U gdw. Ly(B) leer ist.

Nun kann man mit Lemma 3.7 leicht priifen, wann Lo(B) leer ist: Lo(B) ist genau dann
nicht leer, falls ein Zustand s € F existiert, der vom Startzustand erreichbar ist und der
auf einem Kreis liegt.
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5 Weitere Akzeptanzkonzepte

5.1 Verbands der Rat-Klassen

Definition 5.1 (i-Akzeptanz) Es seien A = (S,%, A, sy) ein Automat, F C 25 eine
Menge von finalen Zustandsmengen und r € Runﬁ) ein run. Wir sagen, dass der Muller-
Automat (A, F) den run r

e l-akzeptiert <= 3ID € F: Zu(r)N D # 0,

1"-akzeptiert :<= 3D € F : Zu(r) C D,

2-akzeptiert <= 3D € F:Inf(r)N D #1),

2'-akzeptiert <= 3D € F : Inf(r) C D,

3-akzeptiert <= 3D € F: Inf(r) = D.

Li(A) :={w e ¥ | Ir € Runy,(w) : A i-akzeptiert r}

ist die i-akzeptierte infinitare Sprache von A fir i € {1,1',2,3}.
Rat;x, ist die Klasse aller i-akzeptierten infinitaren Sprachen tiber X, und

Rat?{E 1st die Klasse aller von determinierten Muller-Automaten i-akzeptierten infinitdren
Sprachen tber X.

Fin Biichi-Automat B = (S,%, A, s, F') i-akzeptiert eine Sprache L falls der Muller-
Automat M = (S, 2, A, so, {F'}) L i-akzeptiert.

Wir verzichten wieder auf den Index > der besseren Lesbarkeit willen. Sprachen in Rat;
(Rat?) heiflen auch (determiniert) i-rational.

Beispiel 5.1 Es sei A der Automat aus Abbildung 1 mit F = {{s2}}. Dann gilt mit
Y = {a,b}:

o Li(A) =baX¥ =¥ — ¥,

o Li/(A) =10,

o Ly(A) = (b*a)® = T¥ — T*b~,
o Ly(A) = Ly(A) = Z*a®.

Raty und Ratd wurden bereits in Kapitel 4 als Klassen der von (determinierten) Biichi-

Automaten 2-akzeptierten infinitdren Sprachen definiert. Dass beide Definitionen tiber-
einstimmen folgt aus
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Satz 5.1 Fir i € {1,1',2,2'} existiert zu jedem Muller-Automaten (A, F) ein Biichi-
Automat (B, F') mit L;((A, F)) = L;((B, F)) und zu jedem determinierten Muller-Automaten
(A, F) ein determinierter Biichi-Automat (B, F') mit L;((A,F)) = L;((B, F)). Dies gilt
nicht fur i = 3.

Beweis: Fiir ¢ = 1,2 wéhle zu (A, F) einfach den Biichi-Automaten (A, JF) mit JF :=
Uper D. Damit gilt L;((A, F)) = Li((A,JF)).

Fiir ¢ = 2" konstruieren wir zu (A, F) die F-Vervollstindigung A7 und F (vgl den Beweis
zu Satz 2.3) und setzen (B, F) := (A7, |JF). Damit gilt:

w e LQ/((A,JT))
<= Ir € Run? ( ):3D e F:Inf(r) C
<= Ir € Run (w) 3D e F - Inf( ) C
< dre Run (w) Inf(r) C F (da keln run ein D verlassen kann)
<:>EITERun T(w): Zu(r)NF #0
s we Ly(B.F).

Insbesondere also Lo ((A, F)) = Ly((A7, F)) = Li((A7,F)), und Raty C Rat; wurde
mit bewiesen. Wegen der Einfiihrung und spiteren Elimination von e-Kanten ist A”
auch dann nicht determiniert, falls es A ist. Wir brauchen also fiir determinierte Muller-
Automaten eine andere Konstruktion.

Seien also A = (S, 3,4, sg) determiniert und F = {Dy, ..., D,,} mit D; C S. Wir setzen

B = (9,%,§,sy) mit
S o= Sx{0,1}™,
sy = (S0,00) mit g € {0,1}™ und
0o(i) =1 <= s9€ Dy, fir 1 <i<m,
8((s,0),a) = (0(s,a),0’) mit

o(i)=1 <= 0(s,a) € D; fir 1 <i<m.

o notiert mit einer 1 in Koordinate i, dass der run gerade einen Zustand annimmt, der auch
in D; liegt. Es seien r = sow der einzige run in A vom Startzustand mit Beschriftung
w und r" = syw der einzige run in B vom Startzustand mit Beschriftung w. Bleibt r
schlielich in einer der Mengen D;, so kann in 7’ kein Zustand (s, 0™) wieder angenommen
werden. Damit gilt:

Ji<m:Inf(r)CD; < Vse&:(s,0") ¢ Inf(r')
< Inf(r') C F mit F:=5x ({0,1}™ —0™),

also Ly ((A,F)) = Ly ((B, F)).
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Fiir i = 1’ konstruieren wir zu A = (S, %, A, s9) und F C 25 den Biichi-Automaten (B, F)
mit

B = (58,%,A ) fur

S = 8 x 2%,

so = (S0, {s0}),

A((s,U),a) = {(s,UU{s'})|s € A(s,a)} und

F = {(s,5)|s€Sund 3D € F: 5 C D}.
B arbeitet genau wie A, halt in der zweiten Komponente seiner Zustande aber fest, welche
Zustande A bisher bereits beriihrt hat. Offensichtlich gilt:
r = S9A181a2...ay, Sy 1St Tun in A vom Startzustand aus
< 1" = (80, Up)ai(s1,Uy)as...an(Sn, Uy,) ist run in B vom Startzustand aus mit Uy = {so}
und Ui+1 = UZ @) {8i+1}-
Insbesondere gilt damit Uy C U;... C U;... und die Folge der U; wird bei einem unendlich
langen run stationar. D.h. dn : Vi > n : U; = U,. Damit folgt:

w € Lll((A,f))
<= 3r € Runi(w):3D € F: Zu(r) € D
)

< 3r € Runf (w): Zu(r') C F

< 3’ € Runf} (w) : Inf(r') C F

< I’ € Runf (w) : Inf(r')NF #0.
Damit gilt insbesondere

Ly ((A, F)) = Lv((B, F)) = Ly ((B, f)) = L2((B, F)).
Also haben wir auch
Rat;r C Raty N Raty und
Rat, C Ratl, N Rat}

mit bewiesen.
Zui = 3: Esist K = {a*,b*} eine w-reguldre Sprache und damit in Rat; = Rat.
Wir wollen zeigen, dass K von keinem Biichi-Automaten 3-akzeptiert werden kann. Wir

nehmen also die Existenz eines Automaten A = (S, %, A, sg) mit ¥ = {a,b} und einer
Teilmenge F' C S an mit

K =L3(A F) ={w e X¥ | 3Ir € Rung,(w) : Inf(r) = F}.
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Es seien r, und r, zwei runs mit 5(r,) = a*,3(ry) = 0¥ und Inf(ry) = Inf(ry) = F.
Insbesondere kann man von jedem Zustand in F' sowohl einen a- als auch b-Ubergang
durchfithren. Also existiert zu jedem s € F' ein n, > 0 und ein n, > 0 mit

Ta = Ta[Na]Th, To = To[n]7,

fir v/, r; geeignet, wobei 74[n,] und r,[n,] beide im Zustand s enden. Damit wird auch
r[ng|r, 3-akzeptiert, allerdings mit einer Beschriftung in a*v* ¢ K.
|

Im letzten Beweis wurde folgendes Lemma mit gezeigt:
Lemma 5.1 Es gilt

e Raty C Raty,

e Raty C Rats,

e Rat?, C Ratd,

e Rat{, C Rati,

e Raty C Rat;.
Es gilt folgendes einfaches

Lemma 5.2 Zu jedem Muller-Automaten A existiert ein Biichi-Automat B mit L1(A) =
Li(B) = Ly(B) = Lo(B). Ist A determiniert, so kann auch B determiniert gewdhlt
werden.

Beweis: O.E. sei A = (5,3, A, 50, F') ein 1-dimensionaler Muller-Automat. Ein run r €
Runfo (w) wird von A 1-akzeptiert, falls ein Zustand aus F mindestens einmal beriihrt
wird. Dies merkt sich der Automat B wie folgt: Wir definieren

B = (Sx{0,1},%, A’ s, F') mit
sy = (80,0), falls sp ¢ F, und
sy = (s0,1), falls 5o € F,
A'((s,i),a) = {(s,7) | €A(s,a)und j=1:<= (i=1Vs € F)},
F' = Sx{1}.
Damit gilt:
w € Li(A) <= Ir € Runi (w) : Zu(r)NF #0

<= 3Jr € Runf (w) : Zu(r)NF" #0

< 3r € RunB (w) : Inf(r) N F’

< dre Run?igw; ; Inﬁr% - F’,7é !



also L1(A) = L1(B) = Ly(B) = Ly(B). Ist A determiniert, so auch B.

Satz 5.2 Verband der Rat;-Klassen
’Ratlz g_ Rat1 = Rat2/ g_ Rat2 = Ratg.

Beweis: Raty Cps1 Raty Crsq Raty Crs2 Raty = Raty Cr52 Raty =gauptsat- Rats.
Zur Echtheit der Inklusionen:
1. Nach dem letzten Beispiel liegt K = ¥ — b fir ¥ := {a,b} in Rat;. K kann
aber nicht in Raty, liegen kann. Denn sonst muss ein 1-dimensionaler Muller-Automat
A= (5% A, sg, F) existieren mit K = Ly/(A). Wegen
b"a® € K Vn
existiert damit fiir n grof genug ein run
An w :
r € Rung (b"a”) mit Zu(r) C F und
Zahlen ny < ng mit
r[n1] und r[ns] enden beide auf s und [((r[ns]) € b*.
Es sei r[ng] = rny]r’ fiir v’ geeignet, dann gilt auch
r’ = r[ng)(r')* ist ein run in Run mit Zu(r") C Zu(r[ns]) C F,

also auch r” wird 1’-akzeptiert von A, aber mit einer Beschriftung

B = b ¢ K.

2. K := (a*b)® liegt in Reg® und mit dem Hauptsatz damit auch in Raty. Nehmen wir
an, K liege auch in Rat;. Dann existiert ein Biichi-Automat A = (59,3, A, sg, F') mit
K = Li(A). Fir n > |S| existiert ein run

Ty € Runﬁ) mit 3(r) = (a"b)* und Zu(r) N F # 0.

Es sei = r[k|r’ und r[k] ende in F. In 7" kommt ein Teilrun r, mit Beschriftung a™ vor,
also

r/ — T//Tar/,/.
Wegen n > |S| muss r, einen Zustand aus S zweimal beriihren, also

/i

ro = rrir” und 7 ist ein Kreis von einem Zustand s’ € S nach s

Damit wird der run
o= A (1)

auch von A 1-akzeptiert r*, aber 5(r*) € ¥*a* ¢ K.
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5.2 Verband der Rat?-Klassen

Lemma 5.3
e Rat? C Ratd C Ratd,
e Rat¢ C Ratl, C Ratd.

Beweis: Aus Lemma 5.1 folgt sofort Rat¢ C Ratd N Ratd. Aus dem Hauptsatz folgt
Rat§ C Raty = Ratd. Mit Satz 5.1 gilt Rat}, C Raty C Ratz = Rat}.
|

Zu jedem Biichi-Automaten A = (5,3, A, 50, F') sei Fy :={s € S| Jw € ¥* : A(s,w) N
F # ()} die Menge der co-erreichbaren Zustinde von A. Es sei AT := (5,3, A s, Fla).
Dann gilt:

Lemma 5.4 o Lsin(AT) = Prae(Lysin(A)),
° L1/<A+) = adh(szn(A),
e Rat?, = adh(Reg).

Beweis: 1.) Ein endlicher run in A" erreicht genau dann einen Zustand in F, wenn
dieser Zustand in A zu einem finalen Zustand in F' fortgesetzt werden kann. Also w €
Ltin(A%) & w € Prae(Lygin(A).

2) we Ly(At) <= 3r € Run;‘;+ (w) : (Jr] =w und Zu(r) C Fy)

<= Ir € Runi (w) : (Jr] = w und jedes Anfangsstiick von r kann nach F fortgesetat
werden)

<= Prae(w) C Prae(Lin(A)) und |w| = w <= w € adh(Ly;,(A)).

3.) ist nur eine andere Formulierung von 2.).

Lemma 5.5 FEs sei A = (S,%,6,s0, F) ein determinierter Biichi-Automat mit finitdrer
Sprache L := Lyg;in(A). Es seien L™ := ¥* — L das Komplement von L und A~ ein
determinierter Bichi-Automat, der L™ akzeptiert. Fir eine infinitdre Sprache K C 3¢
sei das Komplement K~ :=X“ — K. Dann gilt:

1. Li(A) = Lox¥,

2 Ly(A) =3¢ — L o¥¥ =% — [i(A™) = (Li(A))",

3. Ly(A) = lim(L),

. Lo(A) = 2% — lim(S* — lim(L™) = £ — Ly(A~) = (La(A™))".
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Beweis: Wir nutzen aus, dass in einem determinierten Automaten Worter und runs
iibereinstimmen. Dann gilt:
1o Li(A) ={weX¥|Ji:w[i| € L} = LoX¥.
20 Ly(A)={weX¥|Vi:w[i|e L} =3 —{weX¥|Ji:w}i] ¢ L} =%“— L oX¥.
3.0 Ly(A) ={w e ¥ | Inf(sow) N F # 0} = {w € £ | 31 : w[i] € L} = lim(L).
4. Ly(A)={w e X¥ | Inf(sow) CF}={we X |In:Vi>n:wli|e L} =3 —{we
Y| i wli) ¢ L} =3¢ — lim(L™).

|

Diese Lemma erklart auch die Bezeichnungsweisen 1’ und 2/, da ’ historisch haufig zur
Kennzeichnung des Komplements benutzt wurde. Unmittelbar aus diesem Lemma folgt

Korollar 5.1 Es gilt
e Ratd, = ClY(Reg o (Reg)“),
e Ratd = Rego¥¥,
e Ratd = lim(Reg),
o L € Rat! & L~ € Rat{,,
o L € Rat} & L~ € Rat4,.

Beweis: K € Ratd, <= 3A = (S,%, A, so, F) determiniert: K = {w € ¥ | Inf(sow) C
F}
< JA=(5,%, A, sg, F) determiniert: (w € K < Inf(sqw) C F)
< JA = (5,3, A, s0, F) determiniert: (w € K < w € Uycryp(sgu) Lsos(Lss)”)
<= K € Cl”(Reg o (Reg)®).
Die anderen Behauptungen folgen genauso unmittelbar aus dem vorherigen Lemma. Die
Aussage Ratd = lim(Reg) wurde bereits im vorhergehenden Kapitel fiir den Beweis des
Hauptsatzes von Biichi-McNaughton gezeigt.

|

Mit den Resultaten aus dem Hauptsatz, aus Lemma 5.4 und aus Korollar 7?7 haben wir
bereits folgenden interessanten Zusammenhang zwischen Abschliissen lim, adh, . und den
Klassen Reg, Reg® und Rat{ bewiesen:

Satz 5.3 Es gilt
e Rat! = RegoY¥,
e Ratd, = adh(Reg),

o Ratd = lim(Reyg),
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e Ratg, = Cl”(Reg o (Reg)”),
° Ratg = Reg“.

Satz 5.4 (Verband der Rat{-Klassen) Die Ratl-Klassen bilden den in Abbildung 5.2
gezeigten Verband, wobei die Pfeile echte Inklusion bedeuten. Weitere Inklusionsbeziehung
zwischen den hier aufgefihrten Klassen existieren nicht.

Ratg
1 r\
Ratd2 Rat%.
[ X
Ratﬁi Ratﬁl ,

Figure 8: Verband der Rat¢-Klassen

Beweis: Aus Lemmata 5.1 und 5.3 folgen alle Inklusionen. FEs bleibt die Echtheit zu
zeigen und dass keine Inklusionen zwischen Rat? und Rat bestehen fiir i = 1,2. Es sei
¥ = {a,b}.

Es gilt K := a*b3* € Reg o ¥ = Rat{ C Rat$ N Ratd,. Aber es existiert kein M C ¥*
mit K = adh(M), denn: K = lim(Prae(M)) = a* € Prae(M) = a* € adh(M).
Also K ¢ adh(Reg) = Rat{,. D.h. Rat$, C Rat$, Rat{, C Rat4 und Rat{ ¢ Rat,.

Es gilt ba® = adh(ba*) € adh(Reg) = Rat%, C Rat$ N Ratd,, aber ba” ¢ Rego ¥* = Raty.
D.h. Rat{, ¢ Rat{, Rat{ C Ratd und Rat{ C Rat,.

Es gilt ¥*ba® = Y*boadh(a*) € ClYRegoadh(Reg) = Ratd, C Ratl. ¥*ba* lisst sich laut
Lemma 1.4 nicht als lim(M) fiir ein M C ¥* darstellen. D.h. ¥*ba® ¢ lim(Reg) = Ratg,
also Rat}, C Rat$ und Rat$ ¢ Rat,.

Laut Beispiel 2.1 gilt (b*a)* € Ratd C Ratl. Es gilt aber (b*a)* ¢ Ratd = CIY(Reg o
adh(Reg)), denn Annahme:

Hn, Mi7 Nl S R@g : (b*a)“’ = Ulgign M,adh(N,)

= 3i in M;adh(N;) liegen unendlich viele Worter aus L := {b™ ab™a...b™a... | Vi n; <

iy}
= in adh(N;) = lim(Prae(N;)) liegen unendlich viele Endstiicke (Suffixe) aus L, wobei
Suf(L) = LUalL gilt
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— Fn: (0" € Prae(N;) oder ab™ € Prae(N;)
— b € lim(Prae(N;)) = adh(N) oder ab®” € adh(N;)
= Jdrv € X* 1 2b* € Miadh(N;) C U, <;c,, Miadh(N;), aber 20 ¢ (b*a)”.

D.h. Raty C Ratd und Rat§ ¢ Raty,.

5.3 Gesamtverband der Rat- und Rat?-Klassen
Wir wollen jetzt noch die Beziehungen der Ratd- mit den Rat;-Klassen vervollstéindigen.
Lemma 5.6 FEs gilt

e Ratd, = Raty,

o Ratd, = Raty.

Beweis: Es geniigt Raty C Raté fiir i=1,2 zu zeigen. Es sei A = (5,3, A, s, F) ein
1-dimensionaler indeterminierter Muller- Automat.

Zu i =1": Wir betrachten zu A eine Variante der iibliche Potenzmengenkonstruktion, die
einen determinierten aber nicht notwendig vollstandigen Biichi-Automaten erzeugt:

B = (58,% A s, F') mit

S = 29U {Sneu},

, { {so} , fallssyeF
Snew 5 sonst |

F' = {UCS|UNF #0},
A(U,a) = FnN U A(s,a).
seU

Im Zustand s, ist kein Ubergang moglich. s,., wird nur formal gebraucht, da jeder
Automat einen Startzustand besitzen muss. Damit gilt:

w € Ly/(B) <= Zu(syw) C F’
<=in o(spw) kommen nur (Potenzmengen-) Zusténde vor, die in F' liegen
<= es existiert ein run in Runf0 (w), der sich nur in I’ bewegt
— W E Lll(A)

B kann nun mit der Einfithrung eines Zustandes s;,; vervollstandigt werden.

Zu i = 2": Da wir auch endlich oft aulerhalb von F' laufen diirfen, wird die Konstruktion
etwas aufwandiger. Die runs, die F' verlassen, konnen nicht einfach ignoriert werden. Wir
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konstruieren zu A den determinierten Biichi-Automaten

B = (8,% A sy, F') mit
S o= 29 %25,
so = ({so}; {so} NF),
Fom 2 (25— (0)),
AU, V),a) = {(U,V)} fir U,V C S,a € X mit

U = U A(s,a) und
seU
Vo { FnUu , furV=>0
o FNUsey A(s,a) ,  sonst
Damit gilt
w € Ly(B') <= Inf(sjw) C F’
<~ Inf(syw) C F'
<= in o(sow) ist ab einer Stelle die zweite Zustandskomponente
stets ungleich ()
<> es existiert ein run in Run;‘}) (w), der ab einer Stelle sich nur
in I’ bewegt
— w e Ly(A).

Es sei noch bemerkt, dass im letzten Lemma die Konstruktion von B’ allein gereicht hétte,
da auch w € Ly/(B') & w € Ly/(A) gilt.

Insgesamt haben wir folgendes erreicht: Satz 5.4 zeigt, welche Inklusionsbeziehungen zwis-
chen den determinierten Klassen gelten gelten. Der Hauptsatz von Biichi-McNaughton
zeigt Gleichheiten zu Ratd auf. Ratd = lim(Reg) ist in Lemma 2.2 gezeigt. Rat{ = Rego
¢ ist in Korollar 5.1 gezeigt. Rat; =gs52 Raty =ps56 Ratd =gs51 Cl°(Reg o (Reg)“))
ordnet Ratg, ein, und adh(Reg) =154 Rat‘f =r.5.6 Rat;. Damit ist der folgende Satz iiber
den Gesamtverband der Beziehungen im w-Reguldrem bereits bewiesen.

Satz 5.5 (Gesamtverband der Rat;- und Rat!-Klassen) Die Rat;- und Ratl-Klassen
bilden den Verband aus Abbildung 9, wobei die Pfeile echte Inklusion bedeuten. Weitere
Inklusionsbeziehung zwischen den hier aufgefihrten Klassen existieren nicht.
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] hool . 0 .
Reg”= Rat,= Ratg= Rat,= CIbDDI(Ratg) = I *(im(Reg)) = CI"(Rego(Reg)”) = CI”(Regolim(Reg))
[ [
d . d U
Rat2 = lim(Reg) Rat1 = Rat2.= Rat2.= Cl(Regoadh(Req))
o= ]
R d _ +® Rat,,= RatcI = adh(Reg)
at1 = Reg X 1 1

Figure 9: Gesamtverband
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6 Topologische Eigenschaften von »*° und »*
6.1 Topologie und Metrik
Ein metrischer Raum ist ein Paar (7', d) von einer Menge 7" und einer Abbildung
d: TxT—Ryx
mit den Eigenschaften Vz,y, 2z € T
o d(z,y) =0<=z =y,
e d(z,y) = d(y,z),
e d(z,y) <d(x,z)+d(z,y) (Dreiecksungleichung).
d mit diesen Eigenschaften heifit auch Distanz oder Metrik (auf T'). Gilt zusétzlich
o d(z,y) < max(d(x,z),d(y, z)) (strenge Dreiecksungleichung),

so heilt d auch Ultrametrik.
Es seien (7', d) ein metrischer Raum und x € T, M C T.

Uz, 1/n) ={yeT|dz,y) <1/n}
heifit offene Kugel vom Radius 1/n um x. M heifit offen falls gilt

Vee M:3ne Ny :U(x,1/n) C M.
Ein Punkt x € M heifit isoliert falls gilt

dne Ny :U(x,1/n) = {z}.
x heiflit Haufungspunkt von M falls gilt
VneNy:Jye MNU(z,1/n):y # x.

HP(M) ist die Menge aller Haufungspunkte von M. M heifit abgeschlossen, falls jeder
Haufungspunkt von M bereits in M liegt.

M®:=MUHP(M)
heifit der toplogische Abschluss von M. T heifit beschrankt falls gilt

Vn € Ny :3M, C T : M, ist endlich und T = | | U(x,1/n).

rEMy,
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Eine Folge {z;}ien, mit z; € T fiir alle i heiBt Cauchy-Folge in T falls gilt

Vn 3k, Vi, j >k, d(xg,xy) < 1/n.

Eine Cauchy-Folge {x;}ien, konvergiert gegen ein y € T falls gilt

Vo 3k, Vi >k d(z,y) < 1/n.

In diesem Fall schreibt man auch

y = lim;_,x;.

T heiflt vollstandig, falls jede Cauchy-Folge in T" gegen ein Element in T konvergiert. T
heifit kompakt, falls zu jeder unendlichen Menge X von offenen Teilmengen von T mit
T = Upexr M eine endliche Teilmenge X’ von X existiert mit T = J,,c M.

Generell gilt in metrischen Rdumen (7', d):

jede offen Kugel ist eine offene Menge,

die Vereinigung beliebig vieler (auch unendlich vieler) offener Mengen ist wieder
offen,

der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen ist wieder offen,

der Durchschnitt beliebig vieler (auch unendlich vieler) abgeschlossener Mengen ist
wieder abgeschlossen,

die Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen ist wieder abgeschlossen,
das Komplement einer offenen Menge ist abgeschlossen,

das Komplement einer abgeschlossenen Menge ist offen,

M* ist stets abgeschlossen,

M ist genau dann abgeschlossen wenn M = M* gilt,

T ist genau dann kompakt, wenn jede Folge in T eine konvergente Teilfolge besitzt,

T ist genau dann kompakt, wenn 7' vollstandig und beschrankt ist.

Man kann Topologien auch abstrakter ohne Metriken einfiihren. Ein Topologischer Raum
(X,D) ist dann eine Menge X zusammen mit einer Topologiec D. D ist eine Menge
von Teilmengen von X mit der Eigenschaft, dass die leere Menge und X selbst sowie
eine beliebige, auch unendliche, Vereinigung und ein endlicher Durchschnitt von Mengen
in D wieder in D liegen. Die Mengen in D werden offen genannt, ihre Komplemente
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abgeschlossen. Liegt eine Metrik vor, so erfiillen die offenen Mengen der Metrik gerade
diese Forderungen. Jede Metrik definiert also eine Toplogie. Wir untersuchen hier mit >
und X nur spezielle Topologische Raume, die von einer Metrik, sogar von einer Ultra-
Metrik, erzeugt werden.

Die abzahlbare Vereinigung und der abzahlbare Durchschnitt eines Mengensystems F von
Teilmengen von X ist

O]—“:Z{U|W€N+:3U¢6}";U: UUz'}a

iEN,

(F={U|VieN,:I, e F:U= ) U}
i€N+

Die Borel-Hierarchie auf X ist wie folgt definiert
e G1(X):={U € X | U ist offen},

e F(X):= {U € X | U ist abgeschlossen},

o Fy(X) = Go(X) := Fi(X) N Gy (X), und fiir i > 0 ist

o Ga(X) =" G2i-1(X), Gair1(X) = " Goi(X),
o [i(X) =" Faia(X), B (X) = " Fai(X).

G;(X) entsteht also aus den offenen Mengen von X durch i-maliges abwechselndes Anwen-
den der Operationen | J* und ()*, beginnend mit ()“. F;(X) entsteht aus den abgeschlosse-
nen Mengen von X durch i-maliges abwechselndes Anwenden der Operationen (J* und
N*, beginnend mit | J*. Das folgende Korollar ist eine relativ einfache direkte Folgerung
aus den Definitionen.

Korollar 6.1 Fir alle i > 0 gilt

o Gy und Fy;q sind abgeschlossen gegen endliche Vereinigung und abzahlbaren Durch-
schnitt,

o Gy 1 und Fy; sind abgeschlossen gegen endlichen Durchschnitt und abzahlbare Vere-
migung,

o G,UF, CGip1 NFiy,
o das Komplement einer G;- (bzw F;) -Menge ist eine F;- (bzw. G;-) Menge,

o G,;NF; ist abgeschlossen gegen Komplement, abzahlbare Vereinigung und abzdahlbaren
Durchschnitt.
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6.2 Topologische Eigenschaften von »*

Es sei
d: X% x¥* —[0,1]

definiert Vz,y € 3 als

[0 , fallsz =y,
d(z,y) = { 1/(n+1) , falls z[n+ 1] # y[n + 1] und z[n] = y[n].

d ist eine Ultrametrik auf ¥*°. Die strenge Dreiecksungleichung sieht man leicht, denn
x[n] = z[n] und y[m| = z[m| impliziert z[min(m,n)] = y[min(m,n)], also
d(z,y) < maz(d(z,z),d(y, 2)).
Beispiel 6.1

d(aba, ab) = d(aba,abb) = 1/3, d(aba,a) =1/2, d(aba,baa) =1,
U(aba,1/10) = {aba} = U(aba,0), U(aba,1/2) = a¥X>.

O
Wir betrachten im Folgenden »°° als metrischen Raum mit der obigen Ultrametrik d.
Offensichtlich gilt

x[n]¥X>® , fir |z >n

Ulw, 1/n) = { {z} , fur|z| <n.
Damit sind alle finitiren Worter aus M/™ isoliert und es gilt
HP(M) C M*.
Ferner gilt fiir alle n € N

> ={rex||z| <njus's® = | U(x,1/n) mit

z€M,
M, = {x € ¥ | |z| < n} ist endliche Menge.
Also ist ¥*° ein beschrankter metrischer Raum.
Lemma 6.1 Fir K C X*° gilt im Allgemeinen:
1. HP(K) Cadh(K) ¢ HP(K)
2. adh(K)— K C HP(K)
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3. K= K Uadh(K)

Beweis. 1. z € HP(K) = Vn : dy € K : (y # « und d(z,y) < 1/n) =
Prae(z) C Prae(K) = z € adh(K). K™ kann isolierte Punkte besitzen, die dann
nicht Haufungspunkt sein kénnen aber zur Adherence von K gehoren.

2z €adh(K)— K = |z| =w und Prae(z) C Prae(K) und 2 ¢ K = Vn:3dy €
K :zn]=y[n]jundy#2 = x € HP(K).

3. K= KUHP(K)C KUadh(K) = K U (adh(K) — K) C K U HP(K).

Satz 6.1 Fur K C X gilt
o K ist offen <= 3 finitare Sprachen M, N C ¥*:

K = MX*UN.

o K ist abgeschlossen <= adh(K) C K

Beweis. 1.: "«<=": N C ¥* = Ve € N :U(z,1/(Jz| + 1)) = {z} C N, also ist N
offen. Ebenso ist 2[n|X> als offene Kugel selbst offen, und beliebige (auch unendliche)
Vereinigungen offener Mengen sind stets offen, also auch M.

"=": Koffen = Ve € K:3n,:U(zx,1/n,) C K = K =,xU(z,1/n,) =
N UM>®, fir M, N geeignet.

2.: K ist abgeschlossen <= K = K* <= K = K Uadh(K) <= adh(K) C K.

Satz 6.2 (X°°,d) ist kompakt.

Beweis: Wir haben schon gesehen, dass >* beschrankt ist. Ferner ist >*° vollstandig:
Sei {u;}ien, eine Cauchy-Folge, d.h. Vn : 3k, : Vi, j > k, : u;[n] = u;[n]. Betrachte die
Teilfolge {uk, fnen, mit wy, [1] < ug,[2]... < ug,[n] < ...
Fall 1: Diese Folge wird stationér, d.h. AN : Vn > N : u;, = ug, . Dann gilt offensichtlich
Ugy = L0M_,U;.
Fall 2: lim;_,|uk,| = w, dann existiert w := lim™uy, und {u;}ien, konvergiert gegen
w wegen: Vn : Ik, Vi > k, o (d(ug,ug,) < 1/n und d(ug,,w) < 1/n), d.h. d(u;,w) <
max(d(u;, ug, ), d(ug,,w)) < 1/n.

|

6.3 Topologische Eigenschaften von ¥

Wir versehen 3% als Teilmenge von ¥*° mit der gleichen Metrik d.
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Satz 6.3 ¥ ist abgeschlossen und kompakt.

Beweis: Da jeder Haufungspunkt in > liegt, ist 3¢ abgeschlossen. Abgeschlossene
Teilraume eines kompakten Raumes sind stets selbst kompakt.
|

Satz 6.4 Fiur K C X% qgilt

1. K ist offen <= dM C ¥* : K = M>*
< dM C ¥* : M st minimal und K = M¥¥,

2. K st abgeschlossen <= adh(K) C K <= K = adh(K) <= dM C ¥* : K =
adh(M),

3. K st offen und abgeschlossen <= AM C ¥* : Mist endlich und K = M.

Beweis: Wir nutzen Satz 6.1 und dass ¥¥ C X gilt. Damit ist 1. klar.

2.: Die letzte "<="-Richtung sieht man wie folgt: K = adh(M) = adh(K) =
adh(adh(M)) = adh(M) = K.
3.: K offen und abgeschlossen <= M C »* M ist minimal und K = M>* und
K = adh(K)
<= JM C ¥* M ist minimal und K = MX¥ = adh(MX¥) = adh(M) U Madh%® =
adh(M) U ME*
<= adh(M) C M¥¥ <= M ist endlich.
Die letzte Aquivalenz sieht man wie folgt: M endlich = adh(M) = § C MYX*.
Umgekehrt: adh(M) € M und adh(M) N MX¥ = () (wegen der Minimalitat von M)
impliziert adh(M) = (), woraus die Endlichkeit von M nach Satz 1.1 folgt.

|

Satz 6.5 Es seien
2?:” ={U C X" | U ist endlich},

25 = {U C ¥* | U ist minimal},
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Beweis. Die ersten drei Aussagen sind nur Umformulierungen von Satz 6.4. Zur letzten
Aussage:
"D": Sei A € lim(2%"), so existiert ein M C ¥* : A = lim(M). Mit Lemma 1.5 gilt

lim(M) = (\(min'(M) 0 £¥) € G5(X¥).

i

TCTAEe Gy(XY) = Vi:dA; CXF: A offen und A =) A;. Es sei

1ENL
All = Al, A;-I—l = Ai+1 N A;7
so gilt fiir alle 4:

Aj st offen , A; D A, A= ﬂA;, JK; minimal : A, = K; o 3*.

Dann existiert auch eine Folge {K]};en, mit

K] minimal, K ;N U K =0, Aj = Ki¥*

J<i
fiir alle 2. Dies sieht man etwa durch folgendes ” Gedankenexperiment”:

K =Ky;i:=1;
repeat forever
begin
=14+ 1;
while K; N U, ; K # 0
begin
wihle ein z € K; N J;.; K von minimaler Lange;
K; = (K; —{z})U{za | a € £};
end;
end.

Diese Art von Beweis ist nicht uniiblich in der Topologie, fiir die Informatik aber seltsam,
da er hochgradig nicht konstruktiv ist. Nicht nur, dass die dufere repeat-Schleife nicht
abbricht - auch die innere while-Schleife kann unendlich lange laufen. Damit ist dieses
”Gedankenexperiment” kein Algorithmus, aber es zeigt die Existenz einer solchen Folge
der K. Allerdings ist diese Folge hiermit nicht "konstruiert” worden.
Dass alle K minimal sind, sicht man wie folgt:
Bei Betreten der while-Schleife ist K; minimal.
Im Schritt

K; = (K;—{z})U{za|a e X}
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bleibt K; minimal, da kein echtes Prafix von x in K; lag und damit auch, nach Entfernen
von x, kein echtes Prafix von xa in K; liegen kann.
Ferner gilt natiirlich

K/ ¥ =K; ¥¢.

Da stets ein x durch eine endliche Menge von langeren Worten ersetzt wird, ist der Prozess
wohlstrukturiert und bricht ab - aber eventuell erst nach unendlich vielen Schritten.

Es sei nun B := |, K, so gilt
A =lim(B)

weA = we()A=),Kx

Vi:w e KX

|lw| =wund Vi : 3z; € K] : (z; <w und Vj #i:x; # x;),
(wegen KN K} = () fiir i # j)
Vi:dj>i:3dr; € K (25 < 2541 < w)

w € lim(|J, K}) = lim(B)
Vi:dj>i:3dr; € K (25 < 2541 < w)
Vi:dj>i:we KXY (= A))

w e (), A (wegen A1 C A;)

w € A.

toptnd 17

Die Aussage
Go (%) = lim/(2*")

ist also von einer ganz anderen mathematischen Natur als alle anderen Aussagen in diesem
Skript iiber unsere Rat;-Klassen mit zumeist konstruktiven Beweisen. Wir wollen daher
nicht weiter in die "reine” Topologie ogne Bezug zu Rat; vor dringen.

6.4 Reg” in der Borel-Hierarchie

Wir untersuchen nun die exakte Lage der Rat;-Klassen in der Borel-Hierarchie. Dabei
folgen wir Landweber [12] und dem Uberblicksartikel von Hoogeboom, Rozenberg [2]. Es
seien im Folgenden stets

Gi:= Gi(X¥), F;, .= F(X¥)

fir i € {0, 1,2, 3}.
Lemma 6.2 FEs gilt

1. GlﬂFl g R@gw g Ggﬂpg,
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2. G1 g Reg“’ g Gz,
3. Fl g Reg“’ g FQ.

Beweis: 1.: GiNF| =564 2?; 0X¥ C Rego X Cper. Reg” =nauptsat= C1°° (lim(Reg))
Csg.5 Cl19UGy) C CI*H(G3 N F3) = G3 N F3, wegen der generellen Eigenschaften der
Borel-Hierarchie.
2. und 3.: K := {a"b" | n € N, } o X¥ ist offen und damit in G;. Ann.: K € Reg¥ —
roaPrae(K) € Reg = Prae(K)Na*b*ba = {a"b™a | 1 < n < m} € Reg, ein
Widerspruch.
Da Reg® gegen Boole’sche Operationen abgeschlossen ist, liegt auch >“ — K nicht in Reg®
aber in Fj.
Im Lemma 1.4 wurde gezeigt, dass L := {a,b}ba® nicht lim(M) fiir ein M € ¥* ist, also
mit Satz 6.5 nicht in G5 liegt, natiirlich aber in Reg”. Damit liegt ebenfalls ¥* — L nicht
in F,, aber ebenfalls in Reg”.

[

Satz 6.6 (Die Rat!-Klassen in der Borel-Hierarchie) Es gilt
1. Rat? = G| N Reg®,
2. Rat{, = Fy N Reg®,
3. Ratg = Go N Reg®,
4. Ratd, = Fy, N Reg®,
5. Ratl = G3 N F3N Reg®.
Beweis: Wegen Raté = Reg” C G5 N Fy folgt sofort die Aussage 5. Zu 1. bis 4.

Die Inklusionen ”C” sind einfach:

1.: Rat? = RegoX¥ C 2% o X* C G}.

2.: Mit Korollar 5.1 folgt K € Ratd < ¥* — K € Rat{ < ¥* — K € G, und
¥ — K € Reg” <= K € F; und K € Reg*.

3.: Ratd = lim(Reg) C lim(2*") = Go, und

4.: KERatgl, (z)Z”—KERatgﬁE”—KG Gy N Reg®” <= K € F»N Reg®”.

Zu den ” O”-Inklusionen:
1. K € GiN Reg® — JA = (5,%,4,s,) determinierter Automat: 3F endliche Menge
von Teilmengen von S: M C ¥*: K = L3((A, F)) und K = M o ¥¥.
Es sei
Fi={seS|JueX :(§(so,u) =sund ud® C K)},
so gilt flir
B:=(AF):
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we K= Inf(spw) € Fund In € Ny 1 wn|x¥ C K
= dJmeN;:3se S: T €X¥: spw = sow[m|sw’
und Inf(sow) = Zu(sw') € F und sow[m]3¥ C K, insbesondere ist s € F,
= Zu(sow)NF #£ ()
— W E Ll(B),
— Zu(sow)NF #0
— JIJme N, :3s e F: 3w € X: spw = sow[m]sw’ und wm]x® C K
—w € K.

Also: K = Ly(B) € Rat{.

2.: Mittels des Tricks der Komplementbildung und Korollar 5.1 folgt aus GiNReg* C Rat?
sofort Fy N Reg” C Rat‘f,.

3. K € GeNReg¥ = JA = (S,3%,0, 59, F) determinierter Muller-Automat: IM C ¥:
K = L3(A) und K = lim(M).
O.E. seien alle Zustande von A erreichbar. Es sei fiir s € S
Cs :={Zu(su) | u € ¥ und §%(s,u) = s}

die Menge aller Zustandsmengen, die von Kreisen in A von s nach s angenommen werden
konnen.

Hilfstiberlegung: VC,D € Cs: (C € F = CUD € F).

Beweis: Seien C, D aus Cy, C' € F, so existieren z,u,v € ¥* mit

C = Zu(su), D = Zu(sv), 64(s,u) = 04(s,v) = s und §%(sg, 2) = s.
Insbesondere gilt fiir alle Worter w € z(u + v)*u®:
Inf(sow) = Inf(su) = C € F, d.h. z(u+v)u” C L3y(A) = K = lim(M).
Wegen zovu® € lim(M) existiert ein ny € Ny und ein v/ < u mit
x1 = zou™u’ € M. Setze x| := zvu™

Per Induktionsvoraussetzung seien schon x;, 2, konstruiert mit

z; <) € z(u+v)",x; € M und in z; komme u und v jeweils mindestens i-mal vor.
Wegen zivu® € lim(M) existiert ein n; > 0 und ein v’ < u mit

Tiv1 = dpouu’ € M und 41 < @ = pou" T € z(u+ v)*

68



und in z;.1; kommen » und v jeweils mindestens ¢ 4+ 1-mal vor. Damit liegt auch
w = lim™~z; in lim(M) = K = L3(A)

mit Inf(sow) =C U D. Also gilt CUD € F.

O
Fiir s € S konstruieren wir aus A = (9, %, 9, sg, F) den determinierten Biichi-Automaten
BS L= (8,7275;78()an) mit
S = SU(S x 29,
Fo = {(s,0)},
/ L q ) fiir 5A(p7 Cl) =dq 7é S
e AR
S ((p.0),a) = { (@UUAah), firda(p,a) =g mit g # s oder UU{q} & F
ST (s,0) , fir d4(p,a) =sund UU{s} € F.

Damit gilt fiir w € X¢

w € Ly(Bs) <= sow € Run®s beriihrt unendlich oft den Zustand (s, 0)
<= sow € Run® erreicht unendlich oft den Zustand s und durchliuft
unendlich oft einen Kreis von s nach s mit Zustanden in C; N F
< seInf(sow)und In: Vi <n:3D; € Cs: Inf(sow) = D, U..UD,
und D; € F

< s € Inf(sow) und Inf(sow) € F
<= w € L3(A) und s € Inf(sqw).

Damit ist Ls(A) = U,.g L2(Bs) € Rat§, da Rat§ gegen Vereinigung abgeschlossen ist.

4.: Mittels des Tricks der Komplementbildung und Korollar 5.1 folgt aus GoNReg” C Rat4
sofort F5, N Reg” C Ratg,.
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Zu der bereits genannten Literatur sind die Uberblicksartikel [13] und [14] sowie die
Lehrbiicher [11] und [7] sowie fiir Kapitel 4 [15] empfehlenswert.
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