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Logik in der Informatik

Was ist Logik?

Mathematisch?

ja

Unverstandlich?
ho entlich nein

Reine Theorie ohne praktischen Nutzen?

nein: Veri kation von Hardware, Software, Protokollen

Sprachverarbeitung und Wissensremasentation

Abfragensprachen #ir Datenbanken; ...

Formale Logik

Ziel
Formalisierung und Automatisierung rationalen Denkens

Rational richtige Ableitung von neuem Wissen aus gegebenem

Rolle der Logik in der Informatik

Anwendung innerhalb der Informatik
Spezi kation, Programmentwicklung, Programmveri katio n

Werkzeug fur Anwendungen au erhalb der Informatik
Kunstliche Intelligenz, Wissensrepasentation

Modellierung

\

Abstraktion




Modellierung Beispiel: Aufzug

Adequatheit des Modells

Wenn formulierbare Aussage wahr im Modell, dann entsprechede Aussage

wahr in Wirklichkeit o a
Aufzug mitte
Oben gedruck
L]
F.nach obe
]
B

Beispiel: Aufzug Modellierung: Strukturen

Aufzug oben
Mitte gedrucl

F.nach unte

Aufzug oben|
Mitte gedrucl

F.nach unte

v(AufzugOben) = wahr

v(MitteGedr mickt) = wahr
v(FahrtNachUnten) = wahr

Aufzug mitte,

Unten iedru

v(AufzugMitte) = wahr

v(UntenGedr uckt) = wahr
v(F ehrtNachUnten) = wahr

kt

Aufzug oben|
Mitte gedrucl

F.nach unte

V(AufzugOben) =
V(AufzugMitte) = wahr

wahr

v(MitteGedr wckt) = wahr
v(F ehrtNachUnten) = wahr



Modellierung: Strukturen

Formale Logik

Aufzug oben| Aufzug ob
Mitte gedruckt Mitte gedplick Svntax
yn
| ] ( ]
v welche Formeln?
F.nach untep Aufzug mitte Fflach unte
Unten gedrugkt fzug mitte Semantik
o [ Modelle (Strukturen)
Fnach unte Wann ist eine Formel wahr (in einer Struktur)?
Deduktionsmechanismus
] ] \
Ableitung neuer wahrer Formeln

Vv(AufzugOben) = wahr V(AufzugMitte) = wahr V(AufzugOben) = wahr
v(AufzugMitte) = wahr
v(MitteGedr eickt) = wahr v(UntenGedr wckt) = wahr v(MitteGedr wckt) = wahr

v(FahrtNachUnten) = wahr  v(F ahrtNachUnten) = wahr  v(F ahrtNachUnten) = wahr

Modellierung: Strukturen Aussagenlogik: Syntax

Die Welt besteht aus Fakten

Aufzug oben| Aufzug ob
Mitte gedruckt Mitte gedylic
. Bausteine: Atomare Aussagen
y
F.nach unte| Aufzug mitte| X F fach unteh Be|Sp|e|e Aufzug |St Oben
Unten gedruckt fzug mitte
. . AufzugOben
Foechuned Mittlerer Knopf gedreickt:
0 [ \ MitteGedreickt

Verknupft mit logischen Operatoren

Aussagen beziehen sich auf Strukturen o )
und ‘ oder‘ impliziert ‘ nicht

(Formale) Aussagen sind in jeder einzelnen Struktur zu wahroder falsch A |
auswertbar ‘ - ‘ ) ‘ ’
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Aussagenlogik: Syntax Aussagenlogik: Semantik

Komplexe Aussagen: Der Aufzug ist oben und der Aufzug ist nicht unten
Beispiele: AufzugOben”: AufzugUnten
Wenn mittlerer Knopf gedreckt, dann Aufzug nicht in der Mitte falsch in:
MitteGedruckt ! :  AufzugMitte .
Aufzug mitte

. 3 5 Unten gedruck
Der Aufzug ist oben und der Aufzug ist nicht unten

AufzugOben” : AufzugUnten

F.nach untel
B
13 15
Aussagenlogik: Semantik Aussagenlogik: Deduktionsmechanismus
Der Aufzug ist oben und der Aufzug ist nicht unten Deduktionsmechanismus
AufzugOben”: AufzugUnten Ableitung neuer wahrer Formeln
wahr in: e
Syllogismen:
F.nach unte| P P! Q
Q
o
Beispiel:
AufzugUnten AufzugUnten ! :  AufzugOben
B
: AufzugOben
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Aussagenlogik: Deduktionsmechanismus

Deduktionsmechanismus im allgemeinen

Kalkel

In dieser Vorlesung:
Wahrheitstafeln
Logische Umformung
Resolutionskalkel
Tableaukalkel

DPLL

17

Pradikatenlogik

Aussagenlogik: Die Welt besteht aus Fakten

... aber: Aussagenlogik hat nur beschankte Ausdruckskraft

Beispiele:

Die Aussage \Alle Menschen sind sterblich" erfordert eine Formel fur
jeden Mensch.

Die Aussage \Jede natrliche Zahl ist entweder gerade oder ungerade”
erfordert eine Formel fur jede Zahl.

18

Pradikatenlogik

Reichere Struktur

Objekte (Elemente)
Leute, Hauser, Zahlen, Theorien, Farben, Jahre, ...

Relationen (Eigenschaften)
rot, rund, prim, mehrst eckig, ...
ist Bruder von, ist gre er als, ist Teil von, hat Farbe, besitzt, ..

Funktionen
+, Mitte von, Vater von, Anfang von, ...

19

Beispiel: Tante Agatha

Eine kleine Logelei:

Jemand, der in Schloss Dreadbury wohnt, hat Tante

Agatha ermordet. Agatha, ihr Butler und ihr Ne e Charles
waren die einzigen Bewohner von Schloss Dreadbury. Ei
Merder hasst immer sein Opfer und ist niemals reicher als
sein Opfer. Charles hasst niemanden, den Tante Agatha
gehasst hat. Agatha hat jeden gehasst au er ihrem Butler.
Der Butler hasst jeden, der nicht reicher ist als Tante
Agatha. Der Butler hasst jeden, den Tante Agatha gehasst
hat. Niemand hasst jeden. Agatha war nicht der Butler.

=)

Wer hat Tante Agatha ermordet?

20



Beispiel: Tante Agatha

Zuerst formalisieren wir das Problem:

Jemand der in Schloss Dreadbury wohnpthat Tante Agatha
ermordet

I 3x (schlossbewohnék) » ermordet(x, a))

Agatha, ihr Butler und ihr Ne e Charles warendie einzigen
Bewohner von Schloss Dreadbury

| VX (schlossbewohnék) $ (x=a_x=b_x=c¢))

21

Beispiel: Tante Agatha

Ein Merder hasstimmer sein Opfer und istniemalsreicherals sein
Opfer.

I VX,y (ermordef(x,y) ! hass{(x,y))
Vx,y (ermordet(x,y) !: : reichel(x,y))

Charleshasstniemanden den Tante Agatha gehasst hat

I ¥x (hass(c,x) !: : hass(a, x))

Agatha hat jeden gehasstau er ihrem Butler.

I Vx (: hass{a,x)$ x = D)

22

Beispiel: Tante Agatha

Der Butler hasstjeden der nicht reicherist als Tante Agatha.

I Vx (: reiche(x,a)! hassi{b,x))

Der Butler hasstjeden den Tante Agatha gehasst hat
I Vx (hass(a x)! hass(b,x))

Niemand hasstjeden

I Vx 3y (: hass(x,y))

Agatha war nicht derBultler.

I :a=b

23

Pradikatenlogik: Deduktionsmechanismus

Deduktionsmechanismus

Ableitung neuer wahrer Formeln

Syllogismen:

Vx(P(x) ! Q(x)) Vx(Q(x) ! R(x))
Wx(P(x) ! R(x))

24



Beispiel: Tante Agatha

Nun kennen wir aus den Formeln neue Formeln ableiten.

Beispielweise so:

ermordef(x,y) ! hass(x,y) hass{(c,y)!: hass(a,y)
ermordef(c,y) ! : hass(a,y)
ermordef(c,y) !: hass(a,y) : hass{(ay)! y=b

ermordef(c,y)! y=Db

Beispiel: Tante Agatha

Nun kennen wir aus den Formeln neue Formeln ableiten.

Beispielweise so:

ermordef(x,y) ! hass(x,y) hass(c,y)!:

hass{(a, y)

ermordef(c,y) !: hass(a,y)

ermordef(c,y) !: hass(a,y) : hass{ay)! y=b

ermordef(c,y)! y=Db

ermordef(c,y)! y=0b

:(a=b)

: ermordef(c, a)

25
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Beispiel: Tante Agatha

Damit wissen wir schon, dass Charles nicht derevter ist.

Die weitere Berechnung ist aber mhsam.

Glucklicherweise knnen wir die Arbeit einem automatischen
Theorembeweisemberlassen.

27

Pradikatenlogik: Deduktionsmechanismus

In dieser Vorlesung:
Resolutionskallel

Tableaukalkul
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Das ganze Bild

Probleme
(Beschreibung in natlrlicher Sprache)

Formalisierung+

Logische Sprache: Syntax
Aussagenlogik / Pradikatenlogik

Formel

Modelle: Semanti I—Oglk
Vollstandigkeit
Glltige Formel |
-—
Korrektheit
29
Das ganze Bild
Probleme
(Beschreibung in natlrlicher Sprache)
Formalisierung+
Modellierung"0
AysSagenlogik / logik
Mod Logik

Kalkul

N— —

Korrektheit
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Das ganze Bild

Probleme
(Beschreibung in naturlicher Sprache)

Formalisierung*

e: Synta
ssagenlogik / Pradika

Formel

enlogik

Modelle: Semanti

Glltige Formel

Vollstandigkeit

N Beweisbare Fo
—

Korrektheit

)é(automatische

Deduktion

)

Inhalt der Vorlesung
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1. Einfuhrung: Motivation, Beweisstrategien (insb. Induktion)

2. Aussagenlogik
{ Syntax und Semantik
{ Deduktionsmechanismen:

- Resolution, Vollstandigkeits- und Korrektheitsbeweise

- Analytische Tableaux; DPLL
3. Pradikatenlogik
{ Syntax und Semantik
{ Deduktionsmechanismen:

- Resolution, Vollstandigkeits- und Korrektheitsbeweise

- Analytische Tableaux

4. Weitere Aussichten
- Nichtklassische Logiken; Logiken oherer Stufe

- Anwendungen: z.B. Datenbanken oder Veri kation

32



Einfuhrung: Zusammenfassung

Ziel und Rolle der Formalen Logik in der Informatik
Modellierung, Adaquatheit der Modellierung

Wesentliche Komponenten #rr jede Logik: Syntax, Semantik,
Deduktionsmechanismus (Kalkell)

Beispiel Aussagenlogik: Syntax, Semantik, Syllogismen
Beispiel Pradikatenlogik: Syntax, Semantik, Syllogismen

The Whole Picture:

{ Formel in der \wahren Welt" / (semantisch) g wltige Formel,
geltige Formel / ableitbare Formel

{ Vollstandigkeit und Korrektheit von Kalk ulen

1. Grundlegende Beweisstrategien

33
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Mathematisches Beweisen

Mathematische Aussagen
- haben oft die Form: WennA, dann B.

- als Formel:A! B
Mathematischer Beweis

- bzgl. eines vorgegebeneAxiomensystems

- mit Hilfe von Inferenzregeln

Grundlegende Beweisstrategien

Mathematische Aussagen der FormA! B (Wenn A, dannB)

- Direkter Beweis:
Annahme:A gilt. Benutze A, Axiome, und Inferenzregeln
um B zu beweisen.

-
Behauptung: Das Quadrat einer ungeraden natéirlichen Zahl n ist stets ungerade.

Beweis: Es sein eine ungerade na#rrliche Zahl. Dann lasst sich n darstellen als
n =2k +1, wobei k eine naturliche Zahl oder Null ist. Daraus folgt mit Hilfe der
ersten binomischen Formel

nP=@k+1)2=4k*+4k+1=2 (2k*+2Kk)+1.

Aus der Meglichkeit, n? so darzustellen folgt, dassn? ungerade ist.

.

N

35
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Grundlegende Beweisstrategien Grundlegende Beweisstrategien

Mathematische Aussagen der FormlA! B (Wenn A, dannB) Mathematische Aussagen, die nicht die ForlrA! B haben
- Beweis durch Kontraposition: - Aquivalenzbewei{A, B) (A genau dann, wenrB)
Beweis von: B!: A. Beweise das®! B und dassB! A.

. . Wenn A, dann B, und wennB, dann A.
- Beweis durch Widerspruch: ( )

Beweise das@A": B! falsch

( \
Behauptung: Ist die Wurzel aus einer geraden natrlichen Zahl n eine naturliche

Zahl, so ist diese gerade.

n gerade undp n=k2 N! k gerade

Beweis durch Kontraposition: Zu zeigen:
n=k 2 Nundk ungerade ! n ungerade.

|\ J
37 39
Grundlegende Beweisstrategien Grundlegende Beweisstrategien
Mathematische Aussagen der ForlA! B (Wenn A, dann B) - Beweis durch Fallunterscheidung
: - Um B zu beweisen, beweise dags! B,:::,A,! B,
- Beweis durch Kontraposition: — A N 5 "
. W | wanr
Beweis von: B !: A, ODEIAL_ _ An a
. . (
- Beweis durch Widerspruch: Behauptung: Jede Primzahlp 3 hat die Form p =4 k 1 mit einer naterlichen Zahl k.
Beweise das@A": B! falsch ) ) ) ) )
Beweis: Man unterscheidet folgende vier Ralle fur die Zahl p, von denen immer genau
P N einer eintritt:
Behauptung: Ist die Wurzel aus einer geraden natrlichen Zahl n eine naturliche 1. p=4k
Zahl, so ist diese gerade. % B z 2'& T %
b 4 p=4k+3=4(k+1) 1
Beweis: Angenommen, = n = k ware ungerade. Dann ist wegen der bereits be- Im ersten dieser Ralle ist p durch 4 teilbar und damit keine Primzahl, im dritten Fall ist p
wiesenen Behauptung auchk? = n ungerade, und das ist ein Widerspruch zu der durch 2 teilbar und somit ebenfalls keine Primzahl.
Voraussetzung, dassn gerade ist. p_ Also muss einer der lle zwei oder vier eintreten, das heitp hatdie Formp =4 k 1
Also ist die getro ene Annahme falsch, d.h., * n ist gerade. mit einer naterlichen Zahl k.
- J \ J
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Grundlegende Beweisstrategien

- Beweis durch Fallunterscheidung
Um B zu beweisen, beweise dags! B,:::,A,! B,
wobeiA; A, wahr

Es sei angemerkt, dass die Fallunterscheidung zwar vallsdig sein
muss, aber die untersuchtendile sich nicht gegenseitig ausschlie en
meissen.

41

Grundlegende Beweisstrategien

Aussagen mit Quantoren

vx 2 U:(p(x)! q(x))
Wahle a beliebig ausU.
Beweis der Implikationp(a) ! q(a).
Da a beliebig gevehlt werden kann, folgt¥x 2 U : p(x) ! q(x)

Behauptung: ¥n 2 N: (ln ist gerade undp ﬁ}st eine naturliche Zaril ! |p n is} geradg).
{z {7 —

}

p(n) a(n)

p

Beweis: Sei n beliebig ausN. Wir zeigen, dass wennn gerade ist und n eine naturliche

Zahl ist, dann = n gerade ist (das wurde auf Seite 6 bewiesen).

42

Grundlegende Beweisstrategien

Aussagen mit Quantoren

Ax(p(x) ! a(x))
Seia ein geeignetes Element aus.
Beweis der Implikationp(a) ! q(a).
Damit folgt Ix 2 U : p(x) ! q(x).

vx 3y A(x,y)

Grundlegende Beweisstrategien

Beweise mittels Vollsandiger Induktion

43
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Induktion Induktion wuber die naterlichen Zahlen

Wesentliches Beweisprinzip in Mathematik und Logik Idee: De nition der nat wrlichen Zahlen

Einfache Version (A1) O ist eine naturliche Zahl

(A2) Jede natwrliche Zahl n hat einen Nachfolger S(n)
(A3) Aus S(n)= S(m) folgt n= m

Induktion uber die natrrlichen ZahlenN

(natural induction)

(A4) 0 ist nicht Nachfolger einer naturlichen Zahl

(A5) Jede Menge X, die 0 und mit jeder naterlichen Zahl n
auch deren NachfolgerS(n) enthalt, umfasst alle

Noethersche Induktion naturlichen Zahlen.

(noetherian induction/

induction over well-founded partially ordered sets)

Generalization

45

Emmy Noether Induktion wber die naturlichen Zahlen

(A5) Jede Menge X, die 0 und mit jeder naterlichen Zahl n
auch deren NachfolgerS(n) enthalt, umfasst alle
naterlichen Zahlen.

Geboren 1882 in Erlangen
VX Menge: Falls 02 X, und

Gestorben 1934 in Princeton (USA) Vn2N:n2X! n+12X
Mitbegrenderin der modernen Algebra S0 Yn2 N:n2 X
Induktionssatz
Gelten die beiden Aussagen:
Allgemein heit eine geordnete algebraische Struktyr -p(0) und
noethersch, wenn es in ihr keine unendlich absteigenden -Vn2 N:p(n)! p(n+1),

Ketten gibt. dann gilt auch ¥n 2 N : p(n).

46
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Induktion wber die naterlichen Zahlen Induktion wuber die naterlichen Zahlen

(A5) Jede Menge X, die 0 und mit jeder naterlichen Zahl n Struktur eines Induktionsbeweises
auch deren NachfolgerS(n) enthalt, umfasst alle @) Induktionsbasis: Beweisep(0)
naterlichen Zahlen. . . A
(2) Induktionsvoraussetzung:  Fur ein beliebig gewahltes
VX Menge: Falls 02 X, und n 2 N gilt p(n)
n2N:n2X! n+l12X 3) Induktionsschluss: Folgere p(n + 1) aus der

S0 Vn2 N:n2 X Induktionsvoraussetzungp(n)

Induktionssatz

Gelten die beiden Aussagen:
-p@©) und Induktionsbasis
-¥Yn2 N:p(n)! p(n+1), Induktionsschritt

dann gilt auch Yn 2 N : p(n).

49

Induktion wber die naturlichen Zahlen Beispiel

- Di -
Struktur eines Induktionsbeweises Behauptung: D|§( Slumme der erstenn ungeraden Zahlen istn<.

Furallen2 N, (2i+1)= n2.

@) Induktionsbasis: Beweisep(0)
i=0

2) Induktionsschritt: Beweisep(n) ! p(n+1)
fur ein beliebigesn 2 N

50



Beispiel Beispiel
Behauptung: Die Summe der erstenn ungeraden Zahlen istn2. Behauptung: Die Summe der erstenn ungeraden Zahlen istn?.
X 1 ! 1
Fer allen2 N 2i+1)= n? X 1 Ferallen2 N, (2i+1)= n2 X+
wrallen2 N, (i+1)= n () @i+1)= n? ~ p(n) : (i +1)= n?
i=0 i=0 .
i=0 158
@ Induktionsbasis:  Beweisep(0) Q) Induktionsbasis: Beweisep(0) OK
n=0:0=0 2 (2) Induktionsvoraussetzung:  Fur ein beliebig ge\{\ahltes
n2 Ngilt p(n): Qi+1)= n?
i=0
3) Induktionsschluss: Folgere p(r%- 1) aus p(n)
p(n+1): Qi+1)=( n+1)2
i=0
Xn X 1
Beweis: @i+1)=( (i+1)+@ n+1) " n2+@n+1)=(n+1)2
i=0 i=0
53 55

Beispiel Verallgemeinerte vollst andige Induktion
- Di )
Behauptung: D|;3< Slumme der erstenn ungeraden Zahlen istn<. Verallgemeinerte vollsendige Induktion
Furallen2 N,  (2i+1)= n% Xt Gelten die beiden Aussagen:
o p(n) : (2i+1)= n? 9
i=0 p(0) und
vYn2 N:p() "~ pa)yr ~ n) ! n+1
(2) Induktionsbasis: Beweisep(0) OK o S)® B S B )
2) Induktionsvoraussetzung:  Fur ein beliebig gewahltes dann gilt die Aussagevn 2 N : p(n).

K 1
n2 Ngilt p(n): (i+1)= n?
i=0

54 56



Wohlfundierte (Noethersche) Induktion

Verallgemeinerte volls&endige Induktion

Gelten die beiden Aussagen:

p(0) und

vn2 N:p(0) " p@)" * p(n)!

dann gilt die AussageVn 2 N : p(n).

Aquivalent
Gelten die beiden Aussagen:

p(0) und

Vn2 N:(Vk2 N:(k<n+1!

dann gilt die AussageVn 2 N : p(n).

Wohlfundierte (Noethersche) Induktion

p(n+1)

p(k)) ! p(n+1))

Verallgemeinerte volls&endige Induktion

Gelten die beiden Aussagen:

p(0) und

vn2 N:pO)~p(1)» ~ p

dann gilt die AussageVn 2 N : p(n).

Aquivalent
Gilt die Aussage:

Vn2 N:(Vk2 N:(k<n!
dann gilt die AussageVn 2 N : p(n).

(n)!

p(k)) !

p(n+1)

p(n)

57
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Beispiel

Verallgemeinerte vollst andige Induktion

Gilt die Aussage:
Vn2 N:(Vk2 N:(k<n! pk)! p(n)
dann gilt die AussageVn 2 N : p(n).

Induktionsvoraussetzung:  Fur ein beliebig gewahltes
n2 N, gilt p(k) furallek < n
Induktionsschluss: Folgere p(n) aus der Induktionsvoraussetzung

59

Beispiel

Satz: Jede naturliche Zahl lasst sich als Produkt von Primzahlen darstellen.

p(n): n lasst sich als Produkt von Primzahlen darstellen.

Beweis: Sein 2 N beliebig gewahlt.

Induktionsvoraussetzung: p(k) gilt fur alle k < n
Induktionsschluss: Folgere p(n) aus der Induktionsvoraussetzung

Fallunterscheidung:

Fall 1: n Primzahl. Dann lasst sich n als Produkt von Primzahlen
darstellen.

Fall 1: n keine Primzahl. Dann n = k; ky, mit ki, ko 2 N, kg, ko > 1.
Da aber ki < n,i =1, 2 ist nach Induktionsvoraussetzung bereits eine
Darstellung als Produkt von Primzahlen fur ki bekannt.

Multipliziert man diese beiden Produkte miteinander, so ehalt man
eine Darstellung fur n.

60



Wohlfundierte (Noethersche) Induktion

Theorem:
Falls Vn2 N:(Vk2 N:(k<n! pk)! p(n) P

dann gilt vn2 N:p(n)

Beweis: Zu zeigen:P ! Q
Kontrapositionsbeweis: Wir zeigen, dass: Q !: P
Annahme:: Q := : (Vn2 N:p(n)) 3In2 N:: p(n).

> wohlfundierte Ordnung auf N: es gibt keine unendliche Folge
X1,:10, Xn, 210 mit Xg > Xp > > Xp >l

SeiY = fn2 Nj: p(n)g6 ;. Dann hat Y ein minimales Elementm, d.h.
Am(m2 Y ~(Vk2 N:(k<m! k62y))= :P.

61

Wohlfundierte (Noethersche) Induktion

Theorem:
Falls Vn2 N:(Vk2 N:(k<n! pk)! p(n) P

dann gilt  ¥n2 N:p(n)

Beweis: Zu zeigen:P ! Q
Kontrapositionsheweis: Wir zeigen, dass: Q !: P
Annahme:: Q := : (Vn2 N:p(n)) 3IAn2 N:: p(n).

> wohlfundierte Ordnung auf N: es gibt keine unendliche Folge
X1,:00, Xn, 210 mMit Xq > Xp > > Xn >l

SeiY = fn2 Nj: p(n)g6 ;. Dann hat Y ein minimales Elementm, d.h.
Am(m2 Y ~(Vk2 N:(k<m! k62y))= :P.

62

Wohlfundierte (Noethersche) Induktion

Theorem:
Falls Vn2 N:(Vk2 N:(k<n! pk)! p(n) P
dann gilt Vv¥n2 N:p(n) Q

Verallgemeinerung

- beliebige MengeA statt N

- < \partielle" Ordnung auf A

- < wohlfundiert (es gibt keine unendliche Folge x1,:::,Xn,::: mit

X1 > Xo > > Xp>:il)

63

Binare Relationen

De nition:
Eine binare Relation R uber einer MengeA ist eine Teilmenge vonA A.
R binare Relation:R A A.

Statt (X,y) 2 R schreiben wir: R(x,y) oder xRy.

64



Partielle Ordnungen

De nition:

Eine binare Relation R uber einer MengeA st eine partielle Ordnung gdw.

R ist re exiv: Vx 2 A(XRXx)
R ist transitiv: VXx,y,z2 A(XRy " yRz !
R ist antisymmetrisch  V¥x,y 2 A(XRy * yRx !

Partielle Ordnungen

xRz)
X=Y)

De nition:

Eine binare Relation R uber einer MengeA st eine partielle Ordnung gdw.

R ist re exiv: Vx 2 A(XRx)
R ist transitiv: VXx,y,z2 A(XRy * yRz !
R ist antisymmetrisch  V¥x,y 2 A(XRy * yRx !

Dann heit ( A, R) eine partiell geordnete Menge

xRz)
X=Y)
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Partielle Ordnungen

De nition:

Eine binare Relation R uber einer MengeA ist eine partielle Ordnung gdw.

R ist re exiv: Vx 2 A(XRx)
R ist transitiv: VXx,y,z2 A(XRy * yRz! xRz)
R ist antisymmetrisch ~ Vx,y 2 A(xRy* yRx! x =)

Beispiele:

(N, )

(A, R), wobei

A=1f0,ab,1g und

R = f(0,0),(0, a),(0,1),(a a),(a1),(b,b),(b,1),(1,1)g
R partielle Ordnung: a und b in R unvergleichbar.

Totale Ordnungen

De nition: Sei (A, R) eine partiell geordnete Menge.
R ist eine totale Ordnung gdw. R(x,y) oder R(y, x) fur alle x,y 2 A.
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Minimum

De nition: Sei (A, R) eine partiell geordnete Menge.

SeiA®  A,und m2 A°,
m ist ein Minimales Element von A% gdw.: es gibt kein x 2 A® mit
X m,Xx6 m.
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Minimum

De nition: Sei (A, R) eine partiell geordnete Menge.

SeiA® A, und m 2 AC.
m ist ein Minimales Element von A% gdw.: es gibt kein x 2 A9 mit
X m,x6 m.

Beispiele:
(N, ). SeiA%=3,5,7,99 N.
3 ist ein Minimales Element von A°.

Sei (A, R) wobei

A= fab,c,dg und

R = f(a a),(ab),(c,c),(c,b),(c,d),(ee),(ed),(b,b)(d,d)g
SeiA®= fa,b,cg A.

A9 hat zwei minimale Elemente: a und c.
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Wohlfundierte partielle Ordnungen

Sei (A, ) eine partiell geordnete Menge.

Denition: x <y gdw.:(x yundx 6 y) (faur x,y 2 A)

Wohlfundierte partielle Ordnungen

Sei (A, ) eine partiell geordnete Menge.

Denition: x <y gdw.:(x yundx 6 y) (faur x,y 2 A)

De nition (Noethersch / wohlfundiert)
(A, ) heit noethersch (oder wohlfundiert) gdw.:
Es gibt keine unendlich absteigende Kette inA, das hei t:

Es gibt keine unendliche Folge &;)i2 n, Mit
Xi 2 A fur allei 2 N und
Xi+1 < X fur allei 2 N.

(Unendlich aufsteigende Ketten sind zukssig)
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Beispiele

(N, ) is wohlfundiert

(Z, ) ist nicht wohlfundiert

Off % jn2 Ng, ) ist nicht wohlfundiert
(R, ) ist nicht wohlfundiert
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Wohlfundierte partielle Ordnungen

Lemma.
(A, ) ist noethersch (wohlfundiert) gdw.: jede nicht-leere Teilmenge von
A hat (mindestens) ein Minimales Element.

Beweis:\ !
Statt P! Q, beweisen wir: Q !: P.

Sei A° A nicht-leere Teilmenge von A, die kein minimales Element
enthalt. Sei x; 2 A% Da x; nicht minimal ist, gibt es x» 2 A® mit x» < xg.
Da x> nicht minimal ist, gibt es x3 2 A% mit x3 < x» < x1. Wir kennen
deswegen eine unendliche absteigende Kette von Elementerua A bilden,
d.h. A ist nicht noethersch.
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Wohlfundierte partielle Ordnungen

Lemma.
(A, ) ist noethersch (wohlfundiert) gdw.: jede nicht-leere Teilmenge von
A hat (mindestens) ein Minimales Element.

Beweis: \
Statt P! Q, beweisen wir wieder: Q !: P.
Annahme: (A, ) ist nicht noethersch,

d.h. es gibt eine unendliche Folge X;)i> n, Mit
Xj 2 A fur allei 2 N und
Xi+1 < X fur allei 2 N.
SeiA®= fx; ji 2 Ng.
Wir zeigen, dassAQ keinen minimalen Element hat; Seia 2 A°. Dann a = x;
fur eineni 2 N. Dann ist xj+1 < a; deshalb kanna nicht minimal sein.
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Wohlfundierte partielle Ordnungen

Lemma.
(A, ) ist noethersch (wohlfundiert) gdw.: jede nicht-leere
Teilmenge von A hat (mindestens) ein Minimales Element.

Nota bene

Es gerugt nicht, dass A ein minimales Element hat (selbst dann nicl, wenn
total ist).

Beispiel:
1
O[f ~jn2Ng, )
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Verallgemeinerte vollst andige Induktion Verallgemeinerte vollst andige Induktion

Theorem: Theorem:
Falls Vn2 N:(Vk2 N:(k<n! p(k) ! p(n) P Falls Vn2 N:(Vk2 N:(k<n! pk)! p(n) P
dann gilt v¥n2 N:p(n) Q dann gilt Vv¥n2 N:p(n)
Beweis: < wohlfundiert (es gibt keine unendliche Folgexs,:::, Xn,::: mit
X1 > Xo > > Xp>il) Beweis: Zu zeigen:P ! Q
Kontrapositionsbeweis: Wir zeigen, dass: Q !: P

Annahme:: Q := : (Vn2 N:p(n)) 3In2 N:: p(n).

. > wohlfundierte Ordnung auf N: es gibt keine unendliche Folge

Verallgemeinerung .
X1,:00, Xn, 10 Mit Xg > Xo > > Xp >l

- beliebige MengeA statt N

- < \partielle" Ordnung auf A

- < wohlfundiert

SeiY = fn2 Nj: p(n)g6 ;. Dann hat Y ein minimales Elementm, d.h.
Im(m2Y (VK2 N:(k<m! k62Y))= :P.

7 79

Wohlfundierte (Noethersche) Induktion Wohlfundierte (Noethersche) Induktion

Sei (A, ) noethersch (wohlfundiert).
Seip ein Pradikat auf A, d.h., eine Funktion p : A!f wahr, falschg
(Eigenschaft der Elementen ausA, die wahr oder falsch sein kann.)

Theorem: (Verallgemeinerte vollstandige Induktion)

Falls Vn2 N:(Vk2 N:(k<n! pk)! p(n) P
dann gilt  vn 2 N: p(n) Q Theorem.
Falls VX2 X (Vy2X:(y<x! py)! pKx) P
dann gilt  ¥x 2 X :p(x)
Sei (A, ) noethersch (wohlfundiert).
Sei p ein Pradikat auf A, d.h., eine Funktion p : A!f wahr, falschg
) . . Beweis: zu zeigen:P ! Q. Kontrapositionsbeweis:: Q !: P
(Eigenschaft der Elementen ausA, die wahr oder falsch sein kann.) Annahme: : Q = (: ¥x 2 X:p(x))  (3x 2 X:: p(x))
> wohlfundierte Ordnung auf X: es gibt keine unendliche Folge
Theorem. (Noethersche Induktion) X1, Xl Mt Xg > Xo > > g >
Falls VX2 A:(Yy2A:(y<x! ! X P
] (Y v P(Y) P() SeiY = fy2 X j: p(y)g6 ;. Dann hat Y ein minimales Elementxg, d.h.
dann gilt  ¥x 2 A:p(x) Q

Axo(X0 2 Y M (Wy 2 X :(y < Xo! Yy 62Y))).
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Wohlfundierte (Noethersche) Induktion

Sei (A, ) noethersch (wohlfundiert).
Seip ein Pradikat auf A, d.h., eine Funktion p : A!f wahr, falschg
(Eigenschaft der Elementen ausA, die wahr oder falsch sein kann.)

Theorem.
Falls Ux2 X :(Vy2X:(y<x! piy)! pKx) P

dann gilt  ¥x 2 X : p(x)

Beweis: zu zeigen:P ! Q. Kontrapositionsheweis:: Q !: P
Annahme:: Q :=(: Vx 2 X:p(x)) (Ix 2 X:: p(x)).

> wohlfundierte Ordnung auf X: es gibt keine unendliche Folge
X1,:00,Xn, 00 mit X1 > Xp > > Xp >l
SeiY = fy2 X j: p(y)g6 ;. Dann hat Y ein minimales Elementxg, d.h.
Ax YANVy 2 X:(y<xp! 62Y))) = : P.

oo ¥ (VY2 X (y < X!y 62Y))

: p(xo) y< xo! p(y)
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Fehlerquellen

Heau ge Fehler bei Induktionsbeweisen
Ordnung ist nicht noethersch
Nicht alle Minima (Induktionsanf ange) bedacht

Bei Induktionsschritt die Grenzfalle nicht bedacht
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Fehlerquellen

Was ist hier falsch?

Behauptung: Alle Menschen haben die gleiche Haarfarbe

p(n) : In einer Menge von n Menschen haben alle die gleiche Haarfhe

Induktionbasis: n = 1

Fur eine Menge mit nur einem Menschen gilt die Behauptung trival

Fehlerquellen

Was ist hier falsch?

Behauptung: Alle Menschen haben die gleiche Haarfarbe

p(n) : In einer Menge von n Menschen haben alle die gleiche Haarfhe

Induktionsvoraussetzung: p(n) wabhr.

Induktionsschritt: Beweise, dass aup(n), p(n + 1) folgt.
n + 1 Menschen werden in eine Reihe gestellt.
Der Mensch links au en wird rausgeschickt.

Nun kann die Induktionsbehauptung angewendet werden und &
verbliebenen haben die gleiche Haarfarbe (mit dem rechts aen).
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Fehlerquellen

Was ist hier falsch?

Behauptung: Alle Menschen haben die gleiche Haarfarbe

p(n) : In einer Menge von n Menschen haben alle die gleiche Haarfae

Induktionsvoraussetzung: p(n) wahr.
Induktionsschritt: Beweise, dass aup(n), p(n + 1) folgt.
n + 1 Menschen werden in eine Reihe gestellt.

Der Mensch rechts au en wird rausgeschickt.
Die Induktionsbehauptung kann angewendet werden und alle
verbliebenen haben die gleiche Haarfarbe (mit dem links awen).

Also haben die beiden au en die gleiche Haarfarbe, wie die in
der Mitte, und die haben auch alle die gleiche Haarfarbe

Also haben allen + 1 Menschen die gleiche Haarfarbe.
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Beispiele von noetherschen Ordnungen

Ordnungen auf kartesischen Produkten

Die Produktordnung

Die lexikographische Ordnung

86

Produktordnung

De nition: Seien (A, ) und (B, pg) partiell geordnete Mengen.

Dann ist die Produktordnung  produke auf A B gegeben durch:

(X,¥)  produke (X% Y%) gdw. (x A x%undy g Y9

Lemma: Wenn (A, ) und (B, g) noethersch sind, dann ist
(A B1 produkt) noethersch.
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Lemma: (X, )noethersch gdw: fur jede unendliche Folge
Produktor ()iz N it ; 2 X furallei 2 N und mit
X1 X2 X3 11loXp

es gibt einm 2 N so dassxm = x fer alle k m.

De nition: Seien (A, ) und (B, pg) partiell geordnete Mengen.

Dann ist die Produktordnung  proquke auf A B gegeben durch:

(%,¥)  produke (X%¥%) gdw. (x A x%undy g Y9

Lemma: Wenn (A, A)und (B, g) noethersch sind, dann ist
(A B1 produkt) noethersch.

Beweis: Sei ((Xi, ¥i))i2 n unendliche Folge inA B mit

(X1,¥1)  produkt (X2,¥2)  produkt (X3,¥3)  produkt produkt (Xn, Yn)  produkt ©: -
Dann X1 aXa AX3 Alil aXn Al undyi gY2 gY3s giii gYn gii:

Da (A, a) noethersch ist, es gibt m; so dassxm; = X« furallek  m;.

Da (B, ) noethersch ist, es gibt m; so dassxm, = x; furallej  my.

Seim = max(mi, mz). Dann (Xm,ym) = ( Xi,yi) furallei  m.

Das zeigt, dass @ B, produkt) NOethersch ist. 88



Lexikographische Ordnung

De nition: Seien (A, ) und (B, pg) partiell geordnete Mengen.
Dann ist die lexikographische Ordnung auf A B gegeben durch:
x,y) (x%y9% gdw. x=x%undy = y°oder
x < a x9 oder

x=x%undy <g y°

Lemma: Wenn (A, a) und (B, g) noethersch sind, dann ist
(A B, ) noethersch.

89

Lemma: (X, ) noethersch gdw: fur jede unendliche Folge
(Xj)j2 N Mit xj 2 X furallei 2 N und mit

LeXI kog raph ISC es gibt ;}1 m 2X2N soxgassxm = xk:f:t;r :Irlle k B :m.

De nition: Seien (A, a) und (B, pg) partiell geordnete Mengen.
Dann ist die lexikographische Ordnung auf A B gegeben durch:
x,y) (x%y% gdw. x=x%undy = y°oder
x < a x9 oder

x=x%undy <g y°

Lemma: Wenn (A, a)und (B, g) noethersch sind, dann ist
(A B, ) noethersch.

Beweis: Sei ((xi, ¥i))iz n unendliche Folge inA B mit

(X1, y1)  (X2,¥2)  (X3,¥3) (Xn, Yn)

Fall 1: Die ersten Komponenten sind alle gleich: Danny; g VY2 8 :::.(B, B8)

noethersch ist, es gibtm; so dassxm; = x; furallej m;.
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Lemma: (X, ) noethersch gdw: fur jede unendliche Folge
(Xj)jp y mit x; 2 X furallei 2 N und mit

LeXIkog raphlsc es gibt :iﬁ m 2X2N soxgassxm S xk:f:u:r :Irlle k : ::m.

De nition: Seien (A, ) und (B, pg) partiell geordnete Mengen.
Dann ist die lexikographische Ordnung auf A B gegeben durch:

x,y) (x%y9% gdw. x=x%undy = y°oder
x < a x9 oder

x=x%undy <g y°

Lemma: Wenn (A, ) und (B, g) noethersch sind, dann ist
(A B, ) noethersch.

Beweis: Sei ((xi, yi))i2 n unendliche Folge inA B mit

(X1, y1)  (x2,¥2)  (X3,Y3) (Xn, Yn)

Fall 2: x; = xp = = Xip AXg+1 = 11D = Xy, ac:ii.Da(A, a)noethersch ist,

es gibt mz so dassxm, = X fur allek  mo.
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Lemma: (X, )noethersch gdw: fur jede unendliche Folge
1 1 (Xj)j2 N Mit Xj 2 X furallei 2 N und mit
Lexikographisc ez L m

es gibt einm 2 N so dassxm = xy fur alle k m.

De nition: Seien (A, ) und (B, pg) partiell geordnete Mengen.
Dann ist die lexikographische Ordnung auf A B gegeben durch:
x,y) (x%y9% gdw. x=x%undy = y°oder
x < a x9 oder

x=x%undy <gy°

Lemma: Wenn (A, a) und (B, g) noethersch sind, dann ist
(A B, ) noethersch.

Beweis: Sei ((xi, yi))i2 n unendliche Folge inA B mit

(x1,y1)  (x2,¥2)  (X3,¥3) (Xn, Yn)

Seim = max(mi, mz). Dann (Xm, Ym) = ( Xi, Y;) fur alle i m.

Das zeigt, dass @ B, ) noethersch ist. -



Beispiel fur Induktion: Ackermann-Funktion

8
3 y+1 falls x =0

ACK (x,y) = 5 ACK(x 1,1) fallsx60und y =0
ACK(x 1,ACK(x,y 1)) fallsx60undy®60

Die Ackermann-Funktion ist eine 1926 vonWilhelm Ackermann gefundene,
extrem schnell wachsende mathematische Funktion, mit dera Hilfe in der
theoretischen Informatik Grenzen von Computer- und Bereclmungsmodellen
aufgezeigt werden lennen.

93

Beispiel fur Induktion: Ackermann-Funktion

8
3 y+1 falls x =0

ACK(x,y) = 5 ACK(x 1,1) falls x60und y =0
ACK(x 1,ACK(x,y 1)) fallsx60undy60

Theorem. ACK ist eine totale Funktion auf N N.

Induktionbasis: ACK (0, 0) = 1 (de niert)
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Beispiel fur Induktion: Ackermann-Funktion

8
3 y+1 falls x =0

ACK (x,y) = 5 ACK(x 1,1) falsx80und y =0
ACK(x 1,ACK(x,y 1 alls x60und y 80
( ( )  fall d

Theorem. ACK ist eine totale Funktion auf N N.

Induktionsvoraussetzung: ACK (m©°, n% de niert f ur alle (m° n% < (m,n).
Induktionsschritt: Beweis durch Fallunterscheidung
m =0: ACK(0,n) = n+1 (de niert)

m60,n=0.Dann(m 1,1) < (m,0), d.h. ACK(m 1,1) de niert
Aber ACK (m,0) = ACK(m 1,1), so ACK(m,n) de niert.

m6&0, n60.Dann(m,n 1)< (m,n),d.h. ACK(m,n 1) de niert.
(m 1,z) < (m,z),dh. ACK(m 1,ACK(m,n 1)) de niert.
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Zusammenfassung

Grundlegende Beweisstrategien

Induktion uber die naturlichen Zahlen

Partielle Ordnung, totale Ordnung, minimale Elemente
Noethersche (wohlfundierte) Menge

Noethersche Induktion (Theorem, Beweis)
Fehlerquellen

Produktordnung/Lexikographische Ordnung

Beispiel fur noethersche Induktion: Ackermann-Funktion
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2. Aussagenlogik

97

Beispiel: Das 8-Damen Problem

Man platziere acht Damen so auf einem Schachbrett, dass sieish
gegenseitig nicht bedrohen.
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Beispiel: Das 8-Damen Problem

Beschreibung des Problems

Fur jedes Feld des Schachbretts eine aussagenlogische Varia
Dij

Mit der Vorstellung, dass D;j den Wert wahr hat, wenn auf dem Feld (, j)
eine Dame steht.

Wir benutzen kartesische Koordinaten zur Notation von Postionen
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Beispiel: Das 8-Damen Problem

Beispiel: Auf dem Feld (5, 7) steht eine Dame 7! Ds7 wabhr.

Einschrankungen pro Feld: Fj

Falls auf dem Feld (5, 7) eine Dame steht:

keine andere Dame auf Feld
(5,1), (5,2), (5,3), (5,4),(5,5), (5,6), (5,8)

keine andere Dame auf Feld
a,7), 2,7), (3,7), (4,7),(6,7), (7,7), (8,7)

keine andere Dame auf Feld (6,8), (4,6), (3,5), (2,4),(1,3)

keine andere Dame auf Feld (4,8), (6,6), (7,5), (8,4)
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Beispiel: Das 8-Damen Problem

Beispiel: Auf dem Feld (5, 7) steht eine Dame 7! Ds7 wahr.

Einschrankungen pro Feld: Fj;

Falls auf dem Feld (5, 7) eine Dame steht:

keine andere Dame auf Feld
(5,8), (5,6), (5,5), (5,4),(5,3), (5,2), (5,1)

Ds7!: Dsg”: Dseg”: Dss”: Dsa”

keine andere Dame auf Feld
1,7), 2,7), (3,7), (4,7),(6,7), (7,7), (8,7)

Ds7 ! Di7 N D217A: D317AZ D4'7'\:

D513 % D512 N e

D517 % D7y7 ne

Ds1

Dg7

keine andere Dame auf Feld (6,8), (4,6), (3,5), (2,4),(1,3)

Ds7 ! Degg " : D4Y6AZ Dgy5"i D2,4A:

keine andere Dame auf Feld (4,8), (6,6),

Ds7!: D4g”: Dee”: D7s5”": Dga

Beispiel: Das 8-Damen Problem

D13
(7,5), (8,4)

Beispiel: Auf dem Feld (5, 7) steht eine Dame 7! Ds7 wahr.

Einschrankungen pro Feld: Fj;

D5,3 % D512 N e

De7": D777

Ds7!: Dsg”: Dsg”: Dss”: Dsa”:
Dsz!: Di7”: Do7”: D37”: Da7":
Ds7!: Deg”: Dag”: D3s”: Doa™:
Ds7!: Da4g”: Dee”: D7s”: Dga
| 2

F57
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Ds1
Dg7
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Beispiel: Das 8-Damen Problem

Beispiel: Auf dem Feld (5, 7) steht eine Dame 7! Ds7 wabhr.

Einschrankungen pro Feld: Fj

Ds7!: Dsg”: Dsg”™: Dss”™: Dsa”: Dsz”: Ds2”: Dsy
Ds7!: Di7”: D27”: D3g7”™: Daz”: Dg7”: D77": Dgr
Ds7!: Deg”: Dag”: Dzs”™: Daa”: Digs
Ds7!: Da4g”: Deg”™: D7s”™: Dsga
| 2 )

Fs7

Globale Einschrankungen

Fur jedesk mit1 k 8:

Rk == D1k _ D2k _ D3k _ Dax _ Dsk _ Dek _ D7k _ Dgk
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Beispiel: Das 8-Damen Problem

Struktur: Wahrheitswerte fur die atomaren AussagenDj;

Modell fur Fjj (Ry): Wahrheitswerte fur die atomaren AussagenDj; so dass
Fj wahr (bzw. R¢ wahr).

Lesung des 8-Damen Problems:
Eine aussagenlogische Struktur beschreibt eine ésung des 8-Damen-
Problems genau dann, wenn sie ein Modell der Formeln

Fj furallel i,j 8
R¢ furallel k 8

ist.
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Beispiel: Aufzug

Aufzug oben|
Mitte gedruc|

F.nach unte

h

Beispiel: Aufzug

105

Aufzug mitte
Oben gedruc|

F.nach obe

k

106

Modellierung: Strukturen

Aufzug oben|
Mitte gedrucl

F.nach unte

v(AufzugOben) = wahr

v(MitteGedr mickt) = wahr

V(AufzugMitte) = wahr
v(MitteGedr wckt) = wahr
v(FahrtNachUnten) = wahr  v(F ahrtNachUnten) = wahr  v(F ahrtNachUnten) = wahr

v(UntenGedr uckt) = wahr

Modellierung: Strukturen

Aufzug oben|
Mitte gedrucl
-]
Aufzug mitte| F.nach untel
Unten gedrugkt
]
F.nach untel
s ]
v(AufzugMitte) = wahr v(AufzugOben) =

Aufzug oben|
Mitte gedrucl

F.nach unte

v(AufzugOben) = wahr

v(MitteGedr eickt) = wahr

v(AufzugMitte) = wahr
v(MitteGedr wckt) = wahr
v(FehrtNachUnten) = wahr  v(F ahrtNachUnten) = wahr  v(F ahrtNachUnten) = wahr

v(UntenGedr uckt) = wahr

Aufzug ob:
Mitte gedylick
. (]
Yy
Aufzug mitte| F fﬂCh untel
Unten gedrugkt zug mitte|
]
F.nach untel
L] \
V(AufzugMitte) = wahr v(AufzugOben) =
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Modellierung: Strukturen

Aufzug oben|
Mitte gedruckt
'
y
F.nach unte| X
Aufzug mitte
Unten gedruckt
L} ]
F.nach unten
B L] \

Aussagen beziehen sich auf Strukturen

(Formale) Aussagen sind in jeder einzelnen Struktur zu wahroder falsch
auswertbar

109

Formale Logik

Syntax

welche Formeln?
Semantik

Modelle (Strukturen)

Wann ist eine Formel wahr (in einer Struktur)?
Deduktionsmechanismus

Ableitung neuer wahrer Formeln

110

Aussagenlogik

Die Welt besteht aus Fakten die wahr oder falsch sein kennen.

2.1 Syntax der Aussagenlogik

alildl
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Syntax der Aussagenlogik: Logische Zeichen

\

Symbol fur die Formel \wahr"

? Symbol fur die Formel \falsch"

Negationssymbol (\nicht")

>

Konjunktionssymbol (\und™)
_ Disjunktionssymbol (\oder")
I Implikationssymbol (\wenn . . . dann")

$ Symbol fur Aquivalenz (\genau dann, wenn")

() die beiden Klammern

Vokabular der Aussagenlogik

Abzahlbare Menge von Symbolen, etwa
= fPg,:::,Png

oder
= fPo,P1,:::0

Bezeichnungen fur Symbole in
atomare Aussagen
Atome

Aussagenvariablen

113
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Formeln der Aussagenlogik

De nition:

Menge For der Formeln uber :

Die kleinste Menge mit:

>2

For

For

und ?2 For

Wenn F, G 2 For , dann auch

"F,(F*G),(F_G),(F! G),(F$ G)

Elemente von For .

Aussagenformeln

For Menge der Formelnuber :

F,G,H

i
i
i

?

P, P2
:F

(F~ G)
(F_G)
(F! G)
(F$ G)

(Falsum)
(Verum)
(atomare Formel)
(Negation)
(Konjunktion)
(Disjunktion)
(Implikation)
(Aquivalenz)
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Konventionen zur Notation

Klammereinsparungen werden nach folgenden Regeln vorgenamen:

{ :

>p

Zp

>p |

$

{ _ und” sind assoziativ und kommutativ,

(Prazedenzen),

Beispiel: 8-Damenproblem

Aussagenlogische Variablen

Di,; bedeutet: Auf dem Feld (i, j) steht eine Dame.

Formeln

\Wenn auf dem Feld (5, 7) eine Dame steht, kann keine Dame auf Feld

(5,8), (5,6), (5,5), (5,4),(5,3), (5,2), (5,1) stehen":

Dsg7 !:

Dsg

: Dsg”™:

Dss”™: Dsg”

. Ds3”™:

Dso M

Ds1
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Terminologie

Eine Formel F, die als Teil einer Formel G auftritt,
heit Teilformel von G.

F ist eine Teilformel von F

9
F=":Gund = .
! H Teilformel von F
H Teilformel von G
9
F=F F 2
(wo 2f_,",) ,.0) 3 ! H Teilformel von F

H Teilformel von F1 oder F»

2.2 Strukturelle Induktion

Induktion mber Formelaufbau
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Induktion wber Formelaufbau: Beispiel

Lemma:
Ist F 2 For und sind Fq, F> Teilformeln von F, dann gilt

F- ist Teilformel von Fq, oder
F1 ist Teilformel von F», oder

F1, F2 liegen getrennt

Induktion wber Formelaufbau: Beispiel

Lemma:
Ist F 2 For und sind F1, F> Teilformeln von F, dann gilt

F- ist Teilformel von Fq1, oder
F1 ist Teilformel von F», oder

F1, F2 liegen getrennt

Beweis: Durch noethersche Induktion uber den Formelaufbau

Induktion wuber Formelaufbau: Beispiel

Lemma:
Ist F 2 For und sind F1, F> Teilformeln von F, dann gilt

F, ist Teilformel von F1, oder
F1 ist Teilformel von F», oder

F1, F2 liegen getrennt

|\ J

Beweis: Durch noethersche Induktion eber den Formelaufbau
A = For

Teilformel: Teilformelrelation auf A:
F Teilformel G (alternative Notation: Teilformel(F, G))
gdw. F Teilformel von G.

Relation Teilformel partielle Ordnung; noethersch
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Strukturelle Induktion

Menge aller aussagenlogischen Formeln For

Basismenge: >,?; Po,P1,P2,::: sind aussagenlogische Formeln (atomare Formel

Erzeugungsregel:Wenn F1, F> aussagenlogische Formeln sind, dann sind auch
:F1,F1” Fp,F1_ Fo, 1! F2,F1 $ F, aussagenlogische Formeln

For kleinste Menge, die->,? und enth alt

- zusammen mit F auch : F enthalt
- zusammen mit F1, F> auch FiopF; enthalt (op 2 , ! ,$g )
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Strukturelle Induktion

Menge aller aussagenlogischen Formeln For

Basismenge: >,7?; Po,P1,P2,::: sind aussagenlogische Formeln (atomare Formel

Erzeugungsregel:Wenn F1, F, aussagenlogische Formeln sind, dann sind auch

:F1,F1” Fo,F1 _Fa, F1! F2,F1 $ F» aussagenlogische Formeln

For kleinste Menge, die->,? und enth alt
- zusammen mit F auch : F enthalt
- zusammen mit F1, F> auch FiopF; enthalt (op 2 , ! ,%g )

Gelten die beiden Aussagen: p(A) fur alle atomaren Formeln A 2 f> | ?g[

-VF2For :((F = : F~p(F))! p(F)) »

((F = FaopF2” p(F1)™ p(F2))! p(F))
dann gilt auch VF 2 For : p(F).
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2.3 Semantik der Aussagenlogik
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Semantik der Aussagenlogik

eine aussagenlogische Signatur

Aussagenvariablen éir sich haben keine Bedeutung.

Hierfur mussen Wertebelegungen (Valuationen) explizit oder impliit aus
dem Kontext zur Verfugung stehen.

Eine Valuation (Wertebelegung) ist eine Abbildung

A: 1If 0,1g

Wir werden Wertebelegungen auch Aussagenlogische Strukturen
Aussagenlogische Modelleoder Interpretationen nennen.
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Semantik der Aussagenlogik

eine aussagenlogische Signatur

Aussagenvariablen #éir sich haben keine Bedeutung.

Hierfur messen Wertebelegungen (Valuationen) explizit oder implit aus
dem Kontext zur Verfugung stehen.

Eine Wertebelegungist eine Abbildung
A: If 0,19
Beispiel:

A B C

(Bei drei Symbolen gibt es 8 megliche Modelle)
0O 1 O

128



Semantik der Aussagenlogik Semantik der Aussagenlogik

Auswertung von Formeln in einem Modell Auswertung von Formeln in einem Modell
SeiA : !'f 0,1g eine Wertebelegung. SeiA : If 0,1g eine Wertebelegung.
A :For !'f 0,1g wird wie folgt de niert: A :For !'f 0,1g wird wie folgt de niert:
A (?)=0
A(>)=1
A (P)= A(P)
129
Semantik der Aussagenlogik Semantik der Aussagenlogik
Auswertung von Formeln in einem Modell Auswertung von Formeln in einem Modell
SeiA : !f 0,1g eine Wertebelegung. SeiA : I'f 0,1g eine Wertebelegung.
A :For !'f 0,1g wird wie folgt de niert: A :For !'f 0,1g wird wie folgt de niert:
8
A (?)=0 S 0 falls A (F)=1
(?) A O Els AP

A (>)=1 1 falls A (F)=0
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Semantik der Aussagenlogik

Auswertung von Formeln in einem Modell
SeiA : !'f 0,1g eine Wertebelegung.
A :For !'f 0,1g wird wie folgt de niert:

8
<
0 falls A (F1)=0oder A (F2)=0
A (LN F)= ) )
-1 falls A (F1)= A (F2)=1
8
<
0 falls A (F1)= A (F2)=0
A (Fi_Fo)= (F1) (F2)

1 falls A (Fi))=1oder A (F)=1
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Semantik der Aussagenlogik

Auswertung von Formeln in einem Modell
SeiA : !f 0,1g eine Wertebelegung.
A :For !'f 0,1g wird wie folgt de niert:

8
<
1 falls A (F1)=0oder A (F)=1
A (F1! Fo)= | (F1) (F2)
- 0 falls A (F1)=1und A (F2)=0
8
<
1 falls A (F))= A (F
A(F1$ Fo)= (F1) (F2)
- 0 sonst
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Wabhrheitstafel f ur die logischen Operatoren

nv)
=
o)

0
10
0 0 1
1 1
i lo 1 $ |o
1 0 |1
0 0

Semantik der Aussagenlogik

Auswertung von Formeln in einem Modell
SeiA: I'f 0,1g eine -Valuation.
A :For !'f 0,1g wird induktiv eber Aufbau von F wie folgt de niert:
A (?)=0
A (>)=1
A (P)= A(P)
ACCF)=1 A (F)
A (F G)=B (A (F).A (G)
B (x,y) berechnet entschpr. der Wahrheitstafel fur
zB.:B_(0,1)=(0 _1)=1;B, (1,0)=(@ ! 0)=0

Wir schreiben normalerweiseA statt A .
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Beispiel

SeiA :fP,Q,Rg!f 0,1gmit A(P)=1, A(Q)=0, A(R)=1.

A (P "Q_:P)! R) = A(PAQ_:P)IA (R)

(A (P)*"A (Q_:P)'A (R)
(AP)N (A(Q)_:A (P))) 'A (R)
@~ _:1)! 1

1
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Modell einer Formel(menge)

De nition:

De nition:

Notation:
Aj=F
Aj= M

Interpretation A ist Modell einer Formel F 2 For , falls

A (F)=1.

Interpretation A ist Modell einer FormelmengeM  For , falls

A (F)=1fwuralleF2 M
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Gultigkeit und Erf ullbarkeit

De nition: F gilt in A (oder A ist Modell von F) gdw. A(F)=1.
Notation: Aj= F

De nition: F ist (allgemein-) geltig (oder eine Tautologie) gdw.. A j=
F, furalleA: I'f 0,1g

Notation: F F
De nition: F heit erfullbar gdw. esA : I'f 0,19 gibt, so dassA j= F.

Sonst heit F unerfullbar (oder eine Kontradiktion ).
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Tautologien und Kontradiktionen

Tautologien: Formel, die stets wahr sind.

Beispiele:p _ (: p) (Prinzip vom ausgeschlossenen Dritten)
(Tertium non datur)

p$: p (Prinzip der doppelten Negation)

Kontradiktionen: Formel, die stets falsch sind.

Beispiel: p~: p

Die Negation einer Tautologie ist eine Kontradiktion

Die Negation einer Kontradiktion ist eine Tautologie
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Beispiele

Die folgenden Formeln sind Tautologien:
@ (p!: Pt Cp
@ (! a)! q
@ (pra)! p
(Pra)! q
4 p! (p_a)
a! (p_q)
® (p! ! (g8 Nt (p! 1)
® ((p! a)”(at Hrp! r
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Beispiele

Die folgenden Formeln sind Tautologien:
@ (!t p!t Gp)

@ ("~ (! a)! g

@ (p*a)! p

(P ! g
4 p! (p_9)
q! (p_aq)

® (p! )t (g8 Nt (p! 1)
® ((p!" )™ (! M rp! r

(2){(6) sind alle erf wlibar.
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Beispiele

Die folgenden Formeln sind erfeullbar, aber keine Tautologien

@p

@p! (p"q)
@ (pp_a)! (p"q)
4 ps$q

Beispiele

Die folgenden Formeln sind unerfullbar:
@ (p!: P!t Cp)

@ (P~ (P! a)”:q

@ ((p"a)! p)

@ (! (p_q)

® (p! ) [(@t nt (p! n)
® ((p!" )" (a! r)~rpn:r
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Folgerung und Aquivalenz

De nition: F impliziert G (oder G folgt aus F),
gdw.: furalle A : I'f 0,1g gilt: Wenn Aj= F, dann Aj= G.

Notation: F E G
De nition: F und G sind aquivalent

gdw.: furalle A : I'f 0,1ggilt: Aj= F gdw. AF G.
Notation: F  G.

Erweiterung auf FormelmengenN in naturlicher Weise, z.B.:

NF G gdw.: furalleA: !f 0,1g qilt:
falls Aj= F, fur alle F 2 N,
so Aj= G.
145
Beispiel
F=(A_C)"(B_: C) G=(A_B)

Uberprufe, ob F E G

A_C)|B_:C)|A_C)~(B_:C)|(A_B)

P P P P O O O O|X>
P P O O Fr B O O|
O P O Fr O Fr O r|(0O

146

Beispiel

F=(A_C)~(B_: C)

G=(A_B)

Uberprufe, ob F F G

(A_C) | B_:C)|(A_C)~B_:C) | (A

B)

P B PP O O O OfX
P P O O Fr P O O|W
O r O Fr O PFr O r|O0O
e = L
P P P O Fr P P O

P B P O O FPr O O

Syntax: Beispiel

L ==L

Ve

\Worin besteht das Geheimnis lhres langen Lebens?",
wurde ein 100 Jhriger gefragt.

\Ich halte mich streng an die Diatregeln:
Wenn ich kein Bier zu einer Mahlzeit trinke,
dann habe ich immer Fisch.

Immer wenn ich Fisch und Bier zur selben Mahlzeit habe,
verzichte ich auf Eiscreme.

Wenn ich Eiscreme habe oder Bier meide,
dann rehre ich Fisch nicht an."
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Beispiel 1

Wenn ich kein Bier zu einer Mahlzeit trinke, dann habe ich immer Fisch.

I Bl F

Immer wenn ich Fisch und Bier zur selben Mahlzeit habe, verzhte ich
auf Eiscreme.

I FAB!: E

Wenn ich Eiscreme habe oder Bier meide, dannehre ich Fisch nicht an.

I E_:B!'' F

Beispiel 1

I :Bl' F
I FAB!: E
I E_:Bl: F

Wir mechten wissen, welche Memis solche Datregeln erfullen.

z.B.:

kein Bier, Fisch und Eiscreme
erfullt 3. Di atregel nicht!

Bier, Fisch, keine Eiscreme
erfullt alle Diatregeln

149
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Beispiel 1

I :B!' F
| FAB!: E
I E_: Bl!: F

Wir mechten wissen, welche Memis solche Datregeln erfullen.

z.B.:

kein Bier, Fisch und Eiscreme
erfullt 3. Di atregel nicht!

Bier, Fisch, keine Eiscreme
erfullt alle Diatregeln

Formalisierung:

B 7! falsch,F 7! wahr,E 7! wahr

B 7! wahr,F 7! wahr, E 7! falsch

Beispiel 1

I :B!' F
| FAB!: E
I E_: B! F

Wir mechten wissen, welche Memis solche Datregeln erfullen.

z.B.:

Formalisierung:

0O:falsch, 1:wahr A:fB,F,Eg!f 0,1g

kein Bier, Fisch und Eiscreme
erfullt 3. Di atregel nicht!

Bier, Fisch, keine Eiscreme
erfullt alle Diatregeln

A(B)=0, A(F)=1, A(E)=1

A(B)=1, A(F)=1, A(E)=0
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Beispiel 1

I :Bl' F
I FAB!: E
I E_:Bl: F

= fB,F,Eg
Megliche Interpretation (Wertebelegung): A(B) =1, A(F)=0, A(E)=1

A (B) = 1: \Ich habe Bier"
A (F) = 0: \Ich habe kein Fisch"
A(E) = 1: \Ich habe Eiskreme"
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Beispiel 1

I :B!F
I FAB!: E
I E_: B! F

= fB,F,Eg
Megliche Interpretation (Wertebelegung): A(B) =1, A(F)=0, A(E)=1

Auswertung von Formeln:

A (B! F) = A (B)IA (F)

A (B)!'A (F)

(:1r 0= ! 0=1

154

Modell einer Formel

De nition: Interpretation A ist Modell einer Formel F 2 For , falls

A (F)=1.

Notation: Aj= F

Beispiel: A : (= fB,F,Eg)!f 0,1gmit: A(B)=1, A(F)=0, A(E)=1

DaA(: B! F)=1,ist A ein Modell der Formel: B! F

Aj=:B! F
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Modell einer Formelmenge

De nition: Interpretation A ist Modell einer FormelmengeM  For , falls
A (F)=1fwuraleF2 M

Notation: Aj= M

Beispiel 1: A : fB,F,Eg!f 0,1g mit A(B)=1, A(F)=0, A(E)=1

Da A(:B! F)=1; A(F~B!: E)=1; A(E_: B!: F)=1,
ist A ein Modell der Formelmenge

M=f B! F, FAB!: E, E_:B!: Fg
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Modell einer Formelmenge

De nition: Interpretation A ist Modell einer FormelmengeM  For , falls

A (F)=1fwuralleF2 M
Notation: Aj= M

rBeispieI 1:A :fB,F,Eg!f 0,1gmit A(B)=1, A(F)=0, A(E)=1

DaA(:B! F)=1; A(FAB!: E)=1; A(E_: B!: F)=1,

ist A ein Modell der Formelmenge

f. B! F, FAB!: E, E_:B!: F)

.

(Beispiel 2: A° :fB,F,Eg!f 0,1g mit A°(B)=0, A°F)=0, A%E)=1

Da A°:B! F)=:A °B)!A %F)=(:0! 0O)=( ! 0)=0
ist A9 kein Modell der Formelmenge

f B! F, FA~B!: E, E_: B!: F)

Unerfullbarkeit und Allgemeing wltigkeit

157

Theorem. F ist allgemeingultig gdw. : F ist unerfullbar.
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Erster Kalk ul: Wahrheitstafelmethode

Jede Formel F enthalt endlich viele Aussagenvariablen
A (F) ist nur von den Werten dieser Aussagenvariablen ablangig.

F enthalt n Aussagenvariablen:

) 2" Wertbelegungen notwendig um zuwberprefen,
ob F erfullbar/unerf ullbar/allgemeinguiltig ist oder nicht.

) Wabhrheitstafel

F allgemeingultig (Tautologie): A(F) =1 f ur alle Wertbelegungen
F erfullbar: A(F) =1 f ur zumindest eine Wertbelegung

F unerfullbar: A(F) =0 f ur alle Wertbelegungen
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Aquivalenz

De nition: F und G sind aquivalent
gdw.: furalle A : I'f 0,1ggilt: Aj= F gdw. A F G.

Notation: F G.

Zwei Formeln sind logisch aquivalent, wenn sie in den gleichen Modellen
wahr sind

Beispiel:
P! Q (Q!': P) (Kontraposition)
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Wichtige Aquivalenzen

Die folgenden Aquivalenzen sind #ir alle Formeln F, G, H gultig:
(FAMF) F
(F_F) F (Idempotenz)

(FAG) (G"F)
(F_G) (G_F) (Kommutativit at)

(FAM(GMH) (F~G)™H)
(F_(G_H) (F_G)_H) (Assoziativit at)

(FA(F_G) F
(F_(F"G)) F (Absorption)

(FA(G_H) «(F*G)_(F"H)
(F_(GMH) ((F_G)"(F_H) (Distributivit at)
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Wichtige Aquivalenzen

Die folgenden Aquivalenzen sind #ir alle Formeln F, G, H gulltig:

(: F) F (Doppelte Negation)
:(FAG) (F_:0)
(F_G) (FA": G) (De Morgan's Regeln)
(F!' G) (G!: F) (Kontraposition)
(F' G) (F_GQG) (Elimination Implikation)

F$ G (F! G)~A(G! F) (Elimination Aquivalenz)
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Wichtige Aquivalenzen

Die folgenden Aquivalenzen sind #ir alle Formeln F, G, H gultig:

(F~G) F,falls G Tautologie
(F_G) > ,falls G Tautologie (Tautologieregeln)

(F~G) ? ,falls G unerfullbar
(F _G) F,falls G unerfullbar (Tautologieregeln)
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Wichtige Aquivalenzen mit >/ ?

(Ar: A) 2
(A_t A > (Tertium non datur)
(Ar>) A

(Ar?) 2
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Wichtige Aquivalenzen (Zusammengefasst) Substitutionstheorem

(FMF) F (F_F) F (Idempotenz)
(FAG) (GM"F) (F_G) (G_F) (Kommutativit at)
(FA (G~ H)) (F~G)"H)

Theorem.
SeienF und G aquivalente Formeln. SeiH eine Formel mit (mindestens)
einem Vorkommen der Teilformel F.

(F_(G_H) (F_G)_H) (Assoziativit at)
(FA(F_G) F Dann ist H aquivalent zu H? wobei H® ausH hervorgeht, indem (irgend)
(F_(F N G) F (Absorption) ein Vorkommen von F in H durch G ersetzt wird.
(FA(G_H) (F"G)_(F"H)
(F_(G"H) (F_G)" (F_H) (Distributivit _et) Beweis: Strukturelle Induktion.
(: F) F (Doppelte Negation)

Induktionsbasis: Beweisen. dass das Theoremefr alle atomaren Formeln gilt.

L (EA . .
FrE) EF_5 ) Induktionsvoraussetzung: SeiH eine Formel (die nicht atomar ist)

(F_G) (F": G) (De Morgan's Regeln) Annahme: Theorem gilt fur alle Teilformeln von F, die nicht gleich F sind.
(Ft G ¢G': B (Kontraposition) Induktionsschritt: Beweis durch Fallunterscheidung:
(F ! G) (: F — G) (EIimination Implikation) Fall 1: H = : Hq. Induktionvoraussetzung: Theorem gilt fur Hq. Folgere, dass Theorem auch ér H gilt.
F$ G (F ! G) N (G ! F) (E"mination AqUiva|enZ) Fall 2: H = Hq op Hy. Induktionvoraussetzung: Theorem gilt fur H1, Ho. Folgere, dass Theorem auch dir H gilt.
165
Substitutionstheorem Ein zweiter Kalk ul: Logische Umformung
f ) De nition: Aquivalenzumformung
Theorem.
SeienF und G aquivalente Formeln. SeiH eine Formel mit (mindestens) (Wiederholte) Ersetzung einer (Unter-)Formel durch equivalente
einem Vorkommen der Teilformel F. Formel
Dann ist H aquivalent zu H, wobei H? ausH hervorgeht, indem (irgend) Anwendung des Substitutionstheorems
ein Vorkommen von F in H durch G ersetzt wird.
(. J
L Theorem
Beispiel: ) ) . . o .
Aquivalenzumformung bildet mit den aufgelisteten wichtigen Aquivalen-
A_B B_A zen einen vollsandigen Kalkel:
impliziert

Wenn F und G logisch aquivalent sind, kann F in G umgeformt werden.
(Cr(A_B)) (Cr(B_A)

Anwendung: Test fur Erfullbarkeit/Unerf wullbarkeit/Allgemeing wltigkeit
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Beispiel

P Q" ((Q! R (P! R)

Beispiel

(P! Q" (Q! R! (P! R)

CP_Qn (CQ_R)!

(: P_R))

(Elimination Implikation)
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Beispiel

(P! Q" (Q!
CP_Qn: (¢

R)! (P!

R))

Q_R)! (P_R)
CP_Q" CCQ_R_(P_R)

Beispiel

(Elimination Implikation)
(Elimination Implikation)

(P! Q" (Q!
CP_Qn: (¢

GCP_Q)" (x

R)! (P!

R))

Q_R)! (:P_R)
CP_Q":(CCQ_R_(P_R)

(tQ_R)™:

(:P_R)

(Elimination Implikation)
(Elimination Implikation)
(De Morgan's Regel, )

H1S713
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Beispiel

(P! Q" (Q! RI! (P! R)
(P_Q7 (GQ_R)! (P_R)

CP_Q":(CCQ_R_(P_R)
CP_QQ™ (@G CQ_R)™M:(P_R)
CP_Q)" (CQ_R™(x: P": R))

Beispiel

(Elimination Implikation)
(Elimination Implikation)
(De Morgan's Regel,_)
(Doppelte Negation, De Morgan, _)
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(P! Q" ((QY Ry (P! R)

CP_Q" (CQ_R)! (P_R)
CP_Q":(CCQ_R_(CP_R)

)

CP_QQ™ "G CQ_R)™M:(P_R)

CP_Q™ (CQ_RA™(: P~
CP_Q"({:Q_R"(P": R)

R))

(Elimination Implikation)
(Elimination Implikation)

(De Morgan's Regel,_)

( Doppelte Negation, De Morgan, _)
( Doppelte Negation)
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Beispiel

P Q" ((QY R (P! R)

CP_Q)"r: (GQ_R)! :P_R) (Elimination Implikation)
CP_QQ*":CCQ_R)_(:P_R) (Elimination Implikation)

CP_Q "G CQ_R)MN:(:P_R)) (De Morgan's Regel,_)

CP_Q)" (Q_R)M(: P~ R)) ( Doppelte Negation, De Morgan, _)
CP_QAM"(:Q_R)YMN(P~: R)) ( Doppelte Negation)

CP_QM((:QMP~™: R)_(R™P™: R)) (Distributivit at)
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Beispiel
(P! Q)" ((Q! R)! (P! R))

CP_Q)": (GQ_R)!' :P_R) (Elimination Implikation)
CP_Q*:CCQ_R)_(:P_R)) (Elimination Implikation)
CP_Q™ @ CQ_R)M:(:P_R)) (De Morgan's Regel,_)
GCP_Q) (:Q_R)™M(: P~ R) (Doppelte Negation, De Morgan, _)
CP_Q " ((:Q_R)M(P": R) ( Doppelte Negation)
GCP_Q™{(:Q~rP~: R)_(R™P”: R)) (Distributivit at)
GCP_Q™{(:QAP~: R)_(R™: R™ P)) (Kommutativit at)
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Beispiel

(P! Q" (Q! RI! (P! R)

CP_Q " (GQ_R)! (:P_R)
CP_Q*:CCQ_R_(EP_R)
CP_QQ™ (@G CQ_R)™M:(P_R)
CP_Q)" (:Q_R)"™(: PM R)
CP_Q"{(:Q_R"(P": R))
CP_Qr((:QrP~: R)_(RM"P"™: R))
CP_QM(:QrP~: R)_(R": RMP))
CP_Q"M({(:QM"P": R)_?)
CP_QMN(:EQMNPN R)

(Elimination Implikation)
(Elimination Implikation)

(De Morgan's Regel,_)

( Doppelte Negation, De Morgan, _)
(Doppelte Negation)

(Distributivit at)

(Kommutativit at)

(Aquivalenzen mit ?)
(Aquivalenzen mit ?)
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Beispiel

(P Q)7 ((Q! R! (P! R))
CP_Q)*: (Q_R)! (:P_R) (Elimination Implikation)
CP_Qr:CCCCQ_R)_(:P_R) (Elimination Implikation)
CP_QQM"@E CQ_R)M:(:P_R) (De Morgan's Regel, )
CP_Q" (:Q_R)™M(x P~ R)) ( Doppelte Negation, De Morgan, _)
CP_QQM"((:Q_R)M(P™: R)) (Doppelte Negation)
GCP_Q"({(:QrP”: R)_ (RN P”": R)) (Distributivit at)
CP_QM(:QMP~: R)_ (R™: R” P)) (Kommutativit at)
CP_QM((:QrP~N: R)_?) (Aquivalenzen mit ?)
CP_Qr(¢QrP I R) (Aquivalenzen mit ? )
CP™r QAPA R)_(QM: QA PAI R)  (Distributivit at)
GCPAPMA: Q"M R)_(Q”: Q2 P~: R) (Kommutativit at)
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Beispiel

(P! Q" (Q! RI! (P! R)

P_QM (CQ_R)! (:P_R)

PN CCEQ_R _(EP_R)

P_QM(: CQ_R)M:(:P_R))
P_QN (CQ_R)MN(: P~ R)
PN QRN (P R))

R))

P_Q)M((:QMP~: R)_(R™: R P))

TP_QM((:QMPMIR)_?)
CP_Q)A( QAP R)

:PA: QAPAI R)_(QM: QAPA:R)
tPAPAI QM R)_(QM: QANPMIR)
(PAPYA: Q7 R)_((Q7: QA PA:

(
(
(
(
(
CP_Qr((:QrP~: R)_(RMP™:
(
(
(
(
(

(Elimination Implikation)
(Elimination Implikation)
(De Morgan's Regel,_)
( Doppelte Negation, De Morgan, _)
( Doppelte Negation)
(Distributivit at)
(Kommutativit at)
(Aquivalenzen mit ? )
(Aquivalenzen mit ? )
(Distributivit at)
(Kommutativit at)

R) (Assoziativit at)

Beispiel
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(P! Q" ((Q! R! (P! R)

P_QM (GCQ_R)! (:P_R)

P_QM":CCQ_R)_(P_R)

P_QM(: CQ_R)M:(:P_R))
P_Q) (CQ_R)M(: P~ R)
TP_QM QRN (P R))

CP_Q)A((:QAPA: R)_(R*: RAP))

P_QMN(:QMPAR)_?)
P_Q"(:QMPM: R)

P2 QAPAIR)_(QM: QAP
PAPAMN QA R)_(QN: QNP

R)
R)

(
(
(
(
(
CP_Q7 ((:Q"P": R)_(R"P": R)
(
(
(
(
(

(:PAP)*: Q™ R)_((Q™: Q) PA:

?_??

(Elimination Implikation)
(Elimination Implikation)
(De Morgan's Regel,_)
( Doppelte Negation, De Morgan, _)
(Doppelte Negation)
(Distributivit at)
(Kommutativit at)
(Aquivalenzen mit ?)
(Aquivalenzen mit ?)
(Distributivit at)
(Kommutativit at)

R) (Assoziativit at)

(Aquivalenzen mit ? )
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Allgemeingultigkeit/Folgerung

F,G Formeln; N Formelmenge.

Theorem. FE Ggdw.F F! G.

Theorem. N [f FgF Ggdw.N = F! G.

Theorem. F Ggdw.F F $ G.
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Unerfullbarkeit/Allgemeing wultigkeit/Folgerung

F, G Formeln; N Formelmenge.

Theorem. F ist allgemeingultig gdw. : F ist unerfullbar.

Theorem. F = G gdw. F ~: G ist unerfullbar.

Theorem. N F G gdw. N [: G ist unerfullbar.

Nota bene: falls N unerfullbar, so N = G fur jede Formel G

... auch fur ?.

Notation: N F ? fur N unerfullbar.
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Unser Ziel

Kalkul(e) zur systematischen Uberprufung von Erfellbarkeit

(fur Formeln und/oder Formelmengen)

Dazu brauchen wir \Normalformen"
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2.4 Normalformen
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Normalformen

De nition:
Atom: aussagenlogische Variable

Literal: Atom, oder

negation eines Atoms

De nition:

Klausel: Eine Disjunktion von Literalen
mehrstellige Disjunktionen (P _: Q _R), (P_P _: Q)
einstellige Disjunktionen P

die nullstellige Disjunktion (leere Klausel) ?

185

Normalformen

De nition:
Konjunktive Normalform (KNF) : Eine Konjunktion von Disjunktionen von
Literalen, d.h., eine Konjunktion von Klauseln

mehrstellig, einstellig oder nullstellig

Beispiele:
P_:Q""(Q_:R_:Y9)
P_Q

P~ (Q_R)

P”Q

PAP

>

186

Normalformen

De nition:

Disjunktive Normalform (DNF) : Eine Disjunktion von Konjunktionen von
Literalen.

mehrstellig, einstellig oder nullstellig

Beispiele:

(P Q)_(Q": RM:S)
P~Q

P_(Q"R)

P_Q

P_P

?
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Normalformel

Eigenschaften:

Zu jeder aussagenlogischen Formel gibt es:
- eine aquivalente Formel in KNF
- eine aquivalente Formel in DNF

Diese aquivalenten Formeln in DNF bzw. KNF sind nicht eindeutig
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Normalformel Beispiel
Eigenschaften: F: (P_Q"(:P*"Q)_R)

Zu jeder aussagenlogischen Formel gibt es: PIQ|R|(P_Q [:P|CP*"Q)|(:P*"Q)_R)|F

- eine aquivalente Formel in KNF 0|00 0 1 0 0 0

- eine aquivalente Formel in DNF 0|01 0 1 0 1 0

. . . . . . . 0 110 1 1 1 1 1
Diese aquivalenten Formeln in DNF bzw. KNF sind nicht eindeutig I

0 1 1 1 1 1 1 1

Solche Formeln lennen aus einer Wahrheitstafel abgelesen werden 110 o0 1 0 0 0 0

1101 1 0 0 1 1

1 1|0 1 0 0 0 0

1 1 1 1 0 0 1 1

189
Beispiel Beispiel
F: P_Q"(:P*"Q)_R) F: (P_Q"(:P"Q)_R)

PIQIR|(P_Q|:P|(P"Q) |(:P"Q)_R)|F PIQ|R|(P_Q) |:P|(P"Q)|(:P"Q)_R)|F

0| 0] O 0 1 0 0 0 0|00 0 1 0 0 0

0|01 0 1 0 1 0 0|01 0 1 0 1 0

0 1 0 1 1 1 1 1 0 1|0 1 1 1 1 1

0 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1

1100 1 0 0 0 0 1100 1 0 0 0 0

11011 1 0 0 1 1 1101 1 0 0 1 1

1110 1 0 0 0 0 1 1|0 1 0 0 0 0

1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 1 1

DNF: :P"Q": R)_G:P"Q"R)_(P*": Q"R)_(P*"Q"R)
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Beispiel Normalformel

F: (P_Q"((:P"Q)_R)

DNF fur F: - (PP PYA A pp (P
PIQ|R|MP_Q |:P|CCP*"Q) |(:P*"Q)_R)|F | :F Af Py Pgf  0dg
olo]o 0 1 0 0 ol 1 A=
0 0 1 0 1 0 1 0 1 Wobei:
ol1]o0 1 1 1 1 1 0 po=:p
ol1]1 1 1 1 1 1 0 pl=
11010 1 0 0 0 0 1
11011 1 0 0 1 1 0
11110 1 0 0 0 0 1 Theorem
Ol 1 g g 2 s Y Fur alle Interpretationen AC:fPq, i, Png!f 0,1g:

0 — 0 - A(P1) A A A (Pn)yy —
DNFfur: F:(: P~ Q~: R)_(: P QA"R)_(P": Q" R)_(P*"Q": R) AXF)=1 gdw. A (P1 Pn N=1
A f Pq,n ,Ppg!f 019
A (F)=1
193 195
Beispiel Normalformel
F: P_Q)*"({(:P"Q)_R) _

DNF fur F: (P VA A pptoy
PIQ|R|MP_Q|:P|(CP*"Q |(W(:P*"Q _R)|F|:F AP E O
olo]o 0 1 0 0 0 1 A(F)=1
olo]|1 0 1 0 1 0 1 wobei:
ol1]o0 1 1 1 1 1 0 po- - p
ol1]1 1 1 1 1 1 0 pl- p
11010 1 0 0 0 0 1
11011 1 0 0 1 1 0
11110 1 0 0 0 0 1 KNF fur F: : FO,
1011 1 0 0 1 1 0 wobei FO die DNF von : F ist.

DNFfer: F::P”: Q*: R)_(GP™ Q"R)_(P™: Q™ R)_(P*Q": R)

KNFfarF:(P_Q_R)"(P_Q_:R)"(CP_Q_R)"(CP_: Q_R)
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Normalformel Umformung in KNF: Beispiel

Eigenschaften: Gegeben:
P R
Zu jeder aussagenlogischen Formel gibt es: g @Q_K)
- eine aquivalente Formel in KNF 1. Elimination von $
- eine aquivalente Formel in DNF (P! (Q_R)A(Q_R)! P)

Diese aquivalenten Formeln in DNF bzw. KNF sind nicht eindeutig o
2. Elimination von !

Solche Formeln lonnen aus einer Wahrheitstafel abgelesen werden
CP_Q_R)"((Q_R)_P)
Solche Formeln lennen durch Umformungen hergestellt werden

3. \Nach innen schieben" von :

CP_Q_R)™"((:Q": R)) _P)
4. \Nach innen schieben" von _

CP_Q_R"(CQ_P)"(tR_P))
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Umformung in KNF Beispiel zur exponentiellen Lange der KNF
Vier Schritte: Gegeben:
1. Elimination von $ An=(PuPi2)_ - _ (Pni” Pro)
VerwendeA$ B (A! B)A (B! A) Zu An equivalente KNF
2. Elimination von ! " (Piswy —  _ Pasem)
VerwendeA! B (: A_B) fif 1, ,ngf 1,29
3. \Nach innen schieben" von : Gre e der KNF:

Verwende de Morgans Regeln und: A A .
Klausel in KNF von Ap: 2"

4. \Nach innen schieben" von . .
- Beweis: Induktion

Verwende Distributivit &t von _ wber
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Beispiel zur exponentiellen Lange der KNF

Gegeben:
Apn=(P11" P12) _  _ (Pm1”" Pn2)

n=1: A= Pu*Pi Lange: 2"
n=2: A= (Pu"P1)_(Pa"P2)

((P11" P12)_P21)" ((P11" P12)_P22)

(P11_P21)" (P12_P21)" (P11_P22)" (P12_P22) Lange: 22
n=3:As= an" P12){_Z(P21A Pzz?_(Psf‘ P32)

f( P11 P2)3 (P1o_ le);‘z(Pll_ P22)" (P12_P22)) _ (Pa1" Ps2)
KNF (A2) )
(((P11_P21)" (P12_P21)" (P11_P22)" (P12_P22)) _Pa1)"
(((P11_P21)" (P12_P21)" (P11_P22)" (P12_P22)) _P32)
(((P11_P21_P31)" (P12_P21_P31)" (P11_P22_ P31)" (P12_P22_Pai)”
(((P11_Pa21_P32)" (P12_P21_P32)" (P11_P22_P32)™ (P12_P2_P3z) Lange: 2
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Beispiel zur exponentiellen Lange der KNF

Gegeben:Ap = (P11” P12) _ _ (Pn1” Pn2)
Klausel in KNF von Ap: 2"

Beweis durch Induktion

Induktionsvoraussetzung:KNF von A, hat 2" Klausel

KNF(An)= C1» ~ Cx, G =(L}_ _ L) Klausel
Induktionsschritt: Zu zeigen: KNF von An+1 hat 2™1 Klausel

Anst = (P P12) = _ (Pni” Pn2) _ (P(ns2)1 ™ Prnsn)2)
(1P11" P12) _ he (P Pnzz) _ (Prsnya ® Preny2)

An
Cir N Con) _ (Prena ™ Pen)2)
[
KNF (An)
((Ca™ ~ Con) _ Pranya) ™ ((C1™ A Con) _ P(nsny2)
|(Cl _ Ppya) ® Izl\ (Con _ P(n+l),1{ " |(Cl _ Piy2) ® Izl\ (Con _ P(n+l),2{

2l 2l
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KNF: Mengenschreibweise

Notation:
Klausel als Menge von Literalen

Formel in KNF als Menge von Klauseln

Beispiel:

P_Q_R"M"P_Q_:R)"CP_Q_R)"(P_:Q_

f fP,Q,Rg, fP,Q,:Rg, f: P,Q,Rg, f: P,: Q,Rg ¢

KNF: Mengenschreibweise

R)

Bedeutung der leeren Menge

Leere Klausel
= leere Menge von Literalen

= leere Disjunktion
=7

Leere Menge von Klauseln
= leere Konjunktion

= >
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Vereinfachung der KNF: Subsumption

Theorem (Subsumption Regel)
Enthalt eine KNF-Formel (= Klauselmenge) Klauseln K, K2 mit

K K°

dann entsteht eine aquivalente Formel, wennK © weggelassen wird.

|\

Beweis:

K=fLy,:::,Lpg f Li,:i0,Lp,Lpsr, it ,Lmg = KO

F enthalt K ~ KO

KAKO= (Li_  _ Lp)~((La_ _ Lp)_Lpwr _:iilm)
(Li_ _Lp)=K

Das SAT-Problem (Erf ullbarkeitsproblem)

De nition: SAT-Problem

Gegeben:  Eine aussagenlogische Formél

Frage: Ist F erfullbar?

NB: F allgemeingultig gdw. : F nicht erfullbar

(Absorption)
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Das SAT-Problem (Erf ullbarkeitsproblem)

ErfullbarWitspvblem f ur DNF Formeln
W - .
SeiF = i, ( j=; Lij) in DNF
F unerfullbar  gdw. ( J-”ll Lij) unerfullbar fur allei =1, :::,n
gdw. ( J-”;I Lij) enthalt zwei komplementeare Literale fur alle i

Allgemeingeltigkeit f ar DNF Formeln

F in KNF allgemeingultig gdw. jede Disjunktion zwei komplementare
Literale enthalt.
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Das SAT-Problem (Erf ullbarkeitsproblem)

De nition: SAT-Problem

Gegeben:  Eine aussagenlogische Formél

Frage: Ist F erfullbar?

Theorem (ohne Beweis)
SAT ist ein NP-vollstandiges Problem
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NP

Zur Erinnerung:

P ist die Klasse aller Probleme, die in polynomieller Zeit enscheidbar
sind.

NP ist die Klasse aller Probleme, die nichtdeterministisch in
polynomieller Zeit entscheidbar sind.

Ein Entscheidungsproblem ist genau dann in NP, wenn eine geghene
Lesung fur das entsprechende Suchproblem in Polynomialzeitiberpruft
werden kann.

SAT ist in NP:
Rate eine \Lesung" (Interpretation A mit A(F) =1)
Uberprufe, ob A wirklich eine \L esung" ist (i,e.ob A(F)=1)

kann in Polynomialzeit uberpruft werden
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NP-Vollst andigkeit

Zur Erinnerung:
\ SAT ist NP-vollst andig" hei t:
SAT ist nichtdeterministisch in polynomieller Zeit entscheidbar

Jedes nichtdeterministisch in polynomieller Zeit entschédbare Problem
kann in polynomieller Zeit auf SAT reduziert werden

Wenn es stimmt, dassNP & P, dann ist SAT nicht in polynomieller
Zeit entscheidbar

210

Teilklassen des Erfullbarkeitsproblems

De nition:

k-KNF Formel: KNF-Formeln, deren Klauseln hechstensk Literale haben

Theorem
Erfullbarkeit fur Formeln in KNF: NP-vollst andig (ohne Beweis)
Erfullbarkeit fur Formeln in 3-KNF: NP-vollst andig (Beweisidee)

Erfullbarkeit fur Formeln in 2-KNF: polynomiell entscheidbar

Erfullbarkeit fur Formeln in DNF: polynomiell entscheidbar

3-SAT

Theorem

Erfullbarkeit fur Formeln in 3-KNF (3-SAT) ist NP-vollst endig

Beweis
3-SAT ist ein Spezialfall von SAT und deshalb wie SAT in NP.

Um zu zeigen, dass 3-SAT ebenfalls NP-vollgindig ist, mussen wir
zeigen, dass jedes SAT Problem in polynomieller Zeit auf das88-SAT
Problem reduzierbar ist.
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3-SAT

Theorem
Erfullbarkeit fur Formeln in 3-KNF (3-SAT) ist NP-vollst andig

Beweis (Teil 2)

Wir zeigen, dass jedes SAT Problem in polynomieller Zeit aufdas 3-SAT
Problem reduzierbar ist.

Gegeben sei eine FormeF in KNF. Wir transformieren F in eine Formel F°
in 3-KNF, so dass:

F ist erfullbar gdw. FO ist erfullbar.

Eine k-Klausel sei eine Klausel mitk Literalen.

Aus einer 1- bzw 2-Klausel lonnen wir leicht eine aquivalente 3-Klausel
machen, indem wir ein Literal wiederholen.

Was machen wir mit k-Klauseln fur k > 3?
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3-SAT

Theorem
Erfullbarkeit fur Formeln in 3-KNF (3-SAT) ist NP-vollst andig

Beweis (Teil 3)
Sei C beispielsweise eine 4-Klausel der Form
C=1Ll1_ Ly Lz_La
In einer Klauseltransformation ersetzen wirC durch die Teilformel
Co=(Li_Lz2_H)" (:H_Ls_La,
wobei H eine zuatzlich eingefuhrte Hilfsvariable bezeichnet.
FO sei ausF entstanden durch Ersetzung vonC durch Co.

zu zeigen:FO erfullbar gdw. F erfullbar
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3-SAT

Theorem
Erfullbarkeit fur Formeln in 3-KNF (3-SAT) ist NP-vollst endig

Beweis (Teil 4)

C= Ll_ L2_ L3_ La; Co= ( Ll_ L2_ H) R (Z H _ L3_ L4),
FO sei ausF entstanden durch Ersetzung vonC durch Co.
zu zeigen: FO erfullbar gdw. F erfullbar

\(
Sei A eine erklllende Belegung #ir F. A weist mindestens einem Literal ausC den
Wert 1 zu. Wir unterscheiden zwei Falle:

1) Falls Ly oder L, den Wert 1 haben, so istF° fur A (H) = 0 erf ullt.
2) Falls L3 oder Ly den Wert 1 haben, so istF° fur A (H) = 1 erf uillt.

Also ist F° in beiden Fallen erfullbar.

3-SAT

Theorem
Erfullbarkeit fur Formeln in 3-KNF (3-SAT) ist NP-vollst endig

Beweis (Teil 5)

C= Ll_ L2_ L3_ La; Co= ( Ll_ L2_ H) R (Z H _ L3_ L4),
FO sei ausF entstanden durch Ersetzung vonC durch Co.
zu zeigen: FO erfullbar gdw. F erfullbar

\) "

SeiA eine erhillende Belegung #ir F°. Wir unterscheiden zwei Falle:
1) Falls A(H) =0, so muss A(L;) =1 oder A(Ly) = 1.
2) FallsA(H)=1, so muss A(L3z) =1 oder A(Ly) =1

In beiden Fallen erfullt A somit auch C, i.e. auch F.
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3-SAT

Theorem
Erfullbarkeit fur Formeln in 3-KNF (3-SAT) ist NP-vollst eandig

Beweis (Teil 6)
Wir verallgemeinern die Klauseltransformation fur k  4:

Jede Klausel der Form
Li_Lo_  _ Lk 1_Lk
wird durch eine Formel der Form
(La_Llo_ oLk 2_H)"(CH_L 1_L)
ersetzt.

Die Erfullbarkeitsaquivalenz folgt analog zum Fallk = 4.
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Bis jetzt

Das SAT-Problem (Erfullbarkeitsproblem)
Teilklassen des Ertlibarkeitsproblems

k-KNF Formel: KNF-Formeln, deren Klauseln hechstensk Literale haben

Theorem
Erfullbarkeit fur Formeln in KNF: NP-vollst andig (ohne Beweis)
Erfullbarkeit fur Formeln in 3-KNF (3-SAT): NP-vollst andig

Erfullbarkeit fur Formeln in 2-KNF: polynomiell entscheidbar

(nachste Vorlesung)
Erfullbarkeit fur Formeln in DNF: polynomiell entscheidbar
F =, it ( jI; Lj) Formel in DNF unerfullbar gdw. fer alle

\Y,
i, ( J-";1 Lij) enthalt zwei komplementare Literale.
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Horn-Formeln

De ntion:

Horn-Formel: Formel in KNF, in der jede Klausel hechstens ein positives
Literal enthalt

Notation: als Implikation

‘Pi_  _: Pn_P [Py~ APyl P
‘Pi_  _: Pn Pa® " Pp!
P 1 P

P1~ N Pp: Rumpf

P: Kopf
Horn Formel: Beispiele
Klausel Literalmengen Implikationen
P f: Pg P!
Q_:R_:S|fQ,:R,: Sg RANS! Q
:Q_:S f: Q,: Sg Q~rS!
R fRg I R
"Q_P f: Q,Pg Q! P
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Horn Formel: Beispiele

Klausel Literalmengen Implikationen
P f: Pg P!
Q_R_:S|fQ,:R,: Sg R,S! Q
:Q_:S f. Q,: Sg Q,Ss!

R fRg I R

:Q_P f: Q,Pg Q! P

Erfullbarkeitsproblem f ur Horn-Formeln

| Lemma. SeiF Hornformel die keine Fakten enthalt. Dann ist F erfullbar. |

Beweis: Sei A :

I'f 0,1gmit A(P)=0fwuralleP 2 .Dann A(F)=1.
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Erfullbarkeitsproblem f ur Horn-Formeln

Theorem
Die Erfullbarkeit von Horn-Formeln ist in quadratischer Zeit entscheidbar.

Beweis: (Idee)

Ziel: A ;. 'f 0,1g mit A(F) = 1.

Falls keine Fakten inF: F erfullbar.

Sonst: Fur alle Fakten! P in F: A(P) =1,

Wiederhole das Verfahren #&ir F°, entstanden ausF durch Ersetzung von P
mit > .

Erfullbarkeitstest f ur Horn-Formeln

Eingabe:F = D1~ " Dn eine Hornformel

(die Klausel D; enthalt hechstens ein positives Literal)

Ein Atom in H zu markieren, bedeutet, es an allen Stellen seines Auftretes
in H zu markieren

223

224



Erfullbarkeitstest f ur Horn-Formeln

IF keine Fakten (Klausel! A) vorhanden
THEN Ausgabe: erkllbar
ELSE markiere alle Fakten inF (Atome A mit | A in H)
IF keine KlauselA;» "~ A,! B inF, so dass
alle Atome in Ay, :::, Ay, markiert aber B nicht
THEN Ausgabe: ertllbar
ELSE wahle die erste solche Klausel
IF B leer
THEN Ausgabe: unertillbar
ELSE markiere uberall B in F
GOTO 1
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Zusammenfassung: Normalformen

Literale, Klauseln

Konjunktive und Disjunktive Normalform
Ablesen von DNF und KNF aus Wahrheitstafeln
Umformen in KNF

Mengenschreibweise

Subsumption

SAT-Problem (SAT, 3-SAT, 2-SAT, DNF-SAT)
Horn-Formeln

Erfullbarkeitstest fur Hornformeln
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2.5 Der aussagenlogische Resolutionkalkel

Der aussagenlogische Resolutionkalkell

Wesentliche Eigenschaften
Widerlegungskallel: Testet auf Unerfullbarkeit
Voraussetzung: Alle Formeln in konjunktiver Normalform
Eine einzige Regel

Operiert auf Klauseln (in Mengenschreibweise)
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Resolutionskalkul

De nition: Resolutionsregel(einzige Regel des Kallkls)

Ci[f Pg f: Pg[ Co
Ci[ C

wobei
P eine aussagenlogische Variable
Ci1, C2 Klauseln (kennen leer sein)
De nition:

Ci[ Cz heit Resolventevon C; [f Pg,Co[f: Pg
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Resolution: Beispiel

Gegeben die Klauselmenge:

M = ff Py, P2g,fP1,: P2g,f: P1,P2g,f: P1,: P2gg

Resolution:
fP1,P2g fPy1,: Pag

fPlg
f: P1,P2g f P1,: P2g
f: P19

fPig f Pig
?

Insgesamt: M Res?

also: M unerfullbar
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Resolution: Weiteres Beispiel

Zu zeigen:
P Q! (Qr R (P! R)
ist allgemeingeiltig

Dazu zeigen wir, dass
P Q) (QY R (P! R))

unerfullbar ist.

Klauselnormalform:

ff. P,Qg,f. Q,Rg,fPg,f. Rgg
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Resolution: Weiteres Beispiel

Klauselnormalform:

M = ff: P,Qg,f: Q,Rg,fPg,f: Rgg

Ableitung der leeren Klausel aus M:

(1) f P,Qg gegeben
(2) f: Q,Rg gegeben

(3) fPg gegeben
4) f Rg gegeben
(5) fQg aus (1) und (3)
6) fRg aus (2) und (5)

7 2 aus (4) und (6)
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Resolution: Bemerkungen

Vorsicht bei Klauseln mit mehreren Resolutionsmeglichkeiten

Zwei Klauseln kennen mehr als eine Resolvente haben
z.B.:fA,Bgundf. A,: Bg

f A/B,Cgundf. A,: B,Dg habenNICHT fC,Dg als Resolvente

Heuristik: Immer meglichst kleine Klauseln ableiten
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Notwendigkeit der Mengenschreibweise

Die Menge
E = fPl_Z P, : Pl_Pz,Z Pl_i PZ,Pl_PZg

ist unerfullbar.

Es gibt folgende Resolutionsneglichkeiten (ohne Mengenschreibweise)

Pi_: P2 :P1_Py Pi_: Py :P1_Py Pp_: Py :P1_: Py Pi1_: Py Pi_Py
ZP2_P2 ZPl_Pl ZP2_Z P2 Pl_Pl

P1_ Py :P1_: Py :P1_Py Pi_Py :P1_: Py Pi_Py :P1_: Py Pi_Py
:Pl_: Pq P2_P2 :Pl_Pl :P2_P2

Auf diese Weise ist? nicht herleitbar

234

Ohne Mengenschreibweise

Resolutionsregel:

C, P PG
C_GC
Faktorisieren:
C L L
C L

Resolution mit Faktorisierung

Die Menge
E = ij__Z PQ,I Pl_ P2,I Pl_Z Pz,P]__ Pzg
ist unerfullbar.

Es gibt folgende Resolutionsmoglichkeiten (mit Faktorisieren)

P1_Z P2 ZPl_Pz P1_Z P> ZPl_Pg P1_Z Py ZP]__Z Py P1_Z P> Pl_
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P2

P2

:P2_P2 :Pl_Pl :Pz_: P> Pl_Pl
P1_P2 :P1_: Py :P1_Py Pi_Py :P1_: Py Pi_Py :P1_: Py P1_
ZP]__Z P1 Pz_Pz ZPl_Pl ZP2_P2
Pi_P1 :P1_:P1 Pa_Py :Py_: Py
Py Py P, : Py
P1 : Py

?
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Resolution: Beispiel

Gegeben die Klauselmenge:

M = ff Py, P2g,fP1,: P2g,f: P1,P2g,f: P1,: P2gg

Resolution:
fPl,Pzg fP]_,Z Pzg
fPlg
f: P1,P2g f P1,: P2g
f: P19
fPig f Pig
?
Insgesamt: M Res?
also: M unerfullbar
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Resolution

Sei F eine Klauselmenge und

ResF) = F [f R j R ist eine Resolvente zweier Klauseln au§ g

Ref(F)= F
Red™! (F) = Res(Res"(F))

S
Res'(F)=  ,,yRed(F)
(bezeichnet die Vereinigung der Resolventen aus aller pglichen Resolutionsschritte
auf F)
Notation: Falls C 2 Res (F), so schreiben wirF * ges C.
De nition: Beweis fur C (aus F): Cy,::: Cpn, wWobei:
Ch=Cundfurallel i n:(Ci 2 F oderC; Resolvente #r C“CJ mit
j1,j2<i).
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Resolution: Korrektheit

Theorem
Fur eine MengeM von Klauseln gilt: Falls M ™ res? , SO M unerfullbar.

Beweis: Annahme: M ™ ges? . Zu zeigen: M unerfullbar.

Widerspruchsbeweis: wir zeigen, dass ein Widerspruch erteht, wenn die
zu beweisende Behauptung falsch wre.

Wir nehmen an, dassM erfullbar.

SeiA: If 0,1gmit A(C)=1fwralleC2 M.
Lemma: C1 _P,C; _: PEC1_Cy
Beweis: Sei A Interpretation mit A(C;_ P)=1und A(C;_: P)=1.
Zu zeigen:A(Cy _ Cp) =1
Fall 1: A(Cy) = 1. Dann A(Cy_ Cp)=1.
Fall 2: A(C1) =0. Dann A(P)=1.Da A(C,_: P)=1,s0 A(Cp) =1,
d.h. A (Cl_ C2) =1.

Resolution: Korrektheit

Theorem
Fur eine MengeM von Klauseln gilt: Falls M ™ res? , SO M unerfullbar.

Beweis: Annahme: M " ges? , i.e. 22 Red'(M)
Zu zeigen: M unerfullbar.

Widerspruchsbeweis: wir zeigen, dass ein Widerspruch ertht, wenn die
zu beweisende Behauptung falsch wre.

Wir nehmen an, dassM erfullbar.
SeiA: If 0,1gmit A(C)=1fwuralleC2 M.

Lemma: C1_P,C, _: PEC1_Cy
Induktion: Fur alle m 2 N gilt: Falls D 2 Res"(M), so A(D) = 1.
Da ?2 Res'(M), A(?) = 1. Widerspruch!
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Resolution: Vollst andigkeit Resolution: Vollst andigkeit

Mo sei ausM entstanden durch Ersetzung vonPns1 durch ? :
- Pn+1 wird aus allen Klauseln gebscht,
- Klauseln, die: Pn+1 enthalten werden ebenfalls gedscht

Theorem.
Fur jede endliche MengeM von Klauseln gilt:

falls M unerfullbar M Res? - .
alls unerfullbar, so Res M; sei ausM entstanden durch Ersetzung vonPp.1 durch > :

- : Pps1 wird aus allen Klauseln gebscht,
Beweis: Induktion: - Klauseln, die P41 enthalten werden ebenfalls gedscht

p(n): Sei M Menge von Klauseln mit n Aussagenvariablen. Fakeen:

Falls M unerfullbar. so M s Mo, M1 enthalten nur Aussagenvariablenf P1,::: ,Png
, Res?

. . R Mo, M1 unerfullbar
Induktionsbasis: n=0. dann M = f?2g , d.h. M ~ Res?

. . . . Induktionsvoraussetzung:
Induktionsschritt:  Annahme: p(n) gilt. Beweise p(n + 1).

Mo * Rres? , i.e. es gibt Cq, Cp,::: , Cy Beweis (ausMy) fur ? 9
Sei M Menge von Klauseln mit Aussagenvariablerf Pq,:::, Pn, Pns1 0. Prs zurick: C2,C0,::: , CO Beweis (ausM) fur 2 oder Poss 3
Mo sei ausM entstanden durch Ersetzung vonPps1 durch ? M1~ Res? , i.€. es gibt D1, D, ::: , Dy Beweis (ausMj) fur ? 2
M1 sei ausM entstanden durch Ersetzung vonPp4+1 durch >  Pyes zurick: DO, DS, ::: , DY Beweis (ausM) fur 2 oder : Py
241
Resolution: Vollst andigkeit Resolution: Vollst andigkeit
Mo sei ausM entstanden durch Ersetzung vonPn.; durch ? : Theorem

- Pn+1 wird aus allen Klauseln gebscht,

- Klauseln, die : Pn.; enthalten werden ebenfalls gedscht Fur jede endliche Menge M von Klauseln gilt:

falls M unerfullbar, SOM " Res? .

M; sei ausM entstanden durch Ersetzung vonPp.; durch >:
- : Pp+1 wird aus allen Klauseln gebscht,

- Klauseln, die Py+1 enthalten werden ebenfalls gedscht Es gilt auch:
Fakten:
) Theorem.
Mo, M1 enthalten nur Aussagenvariablenf P1,::: , Png

Fur jede Menge M von Klauseln gilt:

Mo, My unerfelllbar falls M unerfullbar, SO M * ges? .

Induktionsvoraussetzung:

Mo ~ Res? , i.€. s gibt C1, Cy, ::: , Cyy Beweis (ausMy) fur ?

M1 "~ Res? , i.e. es gibt Dy, Dy, ::: , Dk Beweis (ausMy) fur ?
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2-SAT

Theorem
Erfullbarkeit fur Formeln in 2-KNF (2SAT) ist polynomiell entscheidbar

Beweis (Krom, 1967)

Fall 1: Fur jede AussagenvariableP, entweder enthalten alle KlauselnP oder : P:
erfullbar.

Fall 2: EsgibtKlauselnC; = Ly _ P,Cy, =Ly _: P
Resolutionschritt; ResolventeL; _ L, (Mengennotation)
Fakt: Resolventen sind immer auch in 2-KNF.

Wenn F n Aussagenvariablen entialt, gibt es 2n megliche Literale, und ~ 4n?
nicht-leere verschiedene 2-KNF Klauseln.

F ist erfullbar gdw. ?62 Res (F)

Wenn wir Res (F) berechnen: nicht mehr als (4?)? Resolutionsschritte
notwendig.

7! Erfullbarkeit von F ist polynomiell entscheidbar.

Andere Kalk ale

1-Resolution
Das Davis-Putnam-Verfahren

Semantische Tableaux

2.5 1-Resolution

Korrekt aber unvollsandig.
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1-Resolution

Syllogismus (in der ersten Vorlesung enahnt):

P Pl C
C
1-Resolution (unit resolution)
fPg f Pg[ C f. Pg fPg[ C
C C
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1-Resolution

Die 1-Resolution (unit resolution) benutzt dieselbe Notation wie im
Resolutionskalkel. Die 1-Resolutionsregel ist ein Spezialfall der allgemiaen
Resolutionsregel:

fPg f Pg[ C f: Pg fPg[ C
C C
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1-Resolution

Die 1-Resolution (unit resolution) benutzt dieselbe Notation wie im
Resolutionskalkel. Die 1-Resolutionsregel ist ein Spezialfall der allgemiaen
Resolutionsregel:

fPg f Pg[ C f: Pg fPg[ C
C C

Der 1-Resolutionskalk el ist nicht vollst andig.

Die Klauselmenge
M = ff Py, P2g,fP1,: Pog,f: P1,P2g,f: Py1,: P2gg

ist nicht erfullbar, aber mit 1-Resolution ist aus M nichts ableitbar, also
auch nicht ?.
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Andere Kalk elle

1-Resolution
Das Davis-Putnam-Verfahren

Semantische Tableaux

2.7 Das Davis-Putnam-Verfahren
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Das Davis-Putnam-Verfahren

Gegeben: N Klauselmenge

Ziel: Entscheide, obN erfullbar ist. (Falls ja: Modell)

Martin Davis and Hilary Putnam, 1960

Das Davis-Putnam-Verfahren

Gegeben: N Klauselmenge
Ziel: Entscheide, obN erfullbar ist. (Falls ja: Modell)
Allgemeine Idee:

1-Resolution + Fallunterscheidung

N Klauselmenge,P Aussagenvariable inN.

N[P 7!? ]: aus N entstanden durch Ersetzung vonP durch ?
- P wird aus allen Klauseln gebscht,
- Klauseln, die: P enthalten werden ebenfalls gedscht

N[P 7! > ]: aus N entstanden durch Ersetzung vonP durch >
- : P wird aus allen Klauseln gebscht,

- Klauseln, die P enthalten werden ebenfalls gebscht

N unerfullbar gdw. (N[P 7!? ] unerfullbar und N[P 7! > ] unerfullbar)
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Das Davis-Putnam-Verfahren

Gegeben: N Klauselmenge
Ziel: Entscheide, obN erfullbar ist. (Falls ja: Modell)
Allgemenine Idee:

1-Resolution + Fallunterscheidung

N Klauselmenge,P Aussagenvariable inN.
N[P 7!? ]: aus N entstanden durch Ersetzung vonP durch ?

- P wird aus allen Klauseln gebscht, | 7! Resolventen mitf: Pg

- Klauseln, die: P enthalten werden ebenfalls gedscht
N[P 7! > ]: aus N entstanden durch Ersetzung vonP durch >

Subsumption

- . P wird aus allen Klauseln gebscht, I 7! Resolventen mitf Pg I

- Klauseln, die P enthalten werden ebenfalls gebscht

N unerfullbar gdw. (N[P 7!? ] unerfullbar und N[P 7! > ] unerfullbar) |

Das Davis-Putnam-Verfahren

255

N: eine Menge von Klauseln

Programm DP (N):

IF (N = >) THEN Return \wahr"

ELSE IF (N = ?) THEN Return \falsch"

ELSE IF (N enthalt Klausel f Pg) THEN return DP(N[P 7! > ])
ELSE IF (N enthalt Klausel f: Pg) THEN return DP(N[P 7!? ])

ELSE IF (N enthalt pures Literal P (d.h. : P kommt in N nicht vor))
THEN return DP(N[P 7! > ])

ELSE IF (N enthalt pures Literal : P (d.h. P kommt in N nicht vor))
THEN return DP(N[P 7! ? ])

ELSEf
Sei P Aussagenvariable inN
IF (DP(N[f: Pg) THEN return \wahr"
ELSE return DP(N [f Pg) g
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Das Davis-Putnam-Verfahren Das Davis-Putnam Verfahren: Beispiel

N: eine Menge von Klauseln

Programm DP (N): GCP_Q_R)™M(: 3 E)" GCQ_:RMNP_:Q_:R)
IF (N = >) THEN Return \wahr"

Q7>
R RM(P_: R
ELSE IF (N = ?) THEN Return \falsch" (P_ )
ELSE IF (N enthalt Klausel f Pg) THEN return DP (N[P 7! > ])
ELSE IF (N enthalt Klausel f: Pg) THEN return DP(N[P 7!? 1)

ELSE IF (N enthalt pures Literal P (d.h. : P kommt in N nicht vor))
THEN return DP(N[P 7! > ])

ELSE IF (N enthalt pures Literal : P (d.h. P kommt in N nicht vor))
THEN return DP(N[P 7! ? ])

ELSE f
Sei P Aussagenvariable inN
IF (DP(N[P 7!? ]) THEN return \wahr"
ELSE return DP(N[P 7!> ]) g
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Das Davis-Putnam Verfahren: Beispiel Das Davis-Putnam Verfahren: Beispiel

CP_Q_RM"CQ_RM"(CQ_:R*(P_:Q_:R) (: P_Q_R)"(igllﬁ)"(iQ_i RI"(P_:Q_:R)

RA: RA(P_: R) Q7>

R :R
?

(oder: R7!? )

?
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Das Davis-Putnam Verfahren: Beispiel

(CP_Q_R)"™C 8“5)" (tQ_: R)A(P_:WW
Q71?2

RA: RA(P_: R) e P _R

R 'R
?

(oder: R71? )

?
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Das Davis-Putnam Verfahren: Beispiel

(CP_Q_R)"™C 8“5)" (tQ_: R)A(P_:WW
Q71?2

RA: RA(P_: R) e P _R

R7!> |
R R | (oder: R71? ) P
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Das Davis-Putnam Verfahren: Beispiel

CP_Q_R)"C Sllﬁ)"(i Q_:R)" (P_:YWYW
Q71?

RA: RA (P _: R) e ‘P_R

R7I> |
(oder: R7!? ) P
P72 |
2 >

R - R
?

A=(P7'0,R7! 1,Q 7! 0)
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Das Davis-Putnam Verfahren

Das Davis-Putnam Verfahren: 1-Resolution + Fallunterscheidung

Weiterentwicklung:
Das Davis-Putnam-Logemann-Loveland Verfahren (DPLL)

Martin Davis, Hilary Putnam, George Logemann and Donald W. Loveland

1962
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DPLL

Gegeben: N Klauselmenge

Ziel: Entscheide, obN erfullbar ist. (Falls ja: Modell)

Idee: Erfullende Wertebelegung inkrementell gebildet.
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DPLL

Gegeben: N Klauselmenge

Ziel: Entscheide, obN erfullbar ist. (Falls ja: Modell)

Idee: Erfullende Wertebelegung inkrementell gebildet.
\partielle Wertebelegungen"

Wir beginnen mit der leeren Belegung und versuchen diese Begung zu
einem Modell fur N zu erweitern.
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DPLL

Gegeben: N Klauselmenge

Ziel: Entscheide, obN erfullbar ist. (Falls ja: Modell)

Idee: Erfullende Wertebelegung inkrementell gebildet.
\partielle Wertebelegungen"

Wir beginnen mit der leeren Belegung und versuchen diese Begung zu
einem Modell fur N zu erweitern.

Falls A partielle Wertebelegung, so lennen Literale und Klauseln inA wahr,
falsch oder unde niert sein.

Eine Klausel ist wahr in A, wenn ein Literal in C wabhr ist; falsch, wenn alle
Literale falsch sind. Sonst istC unde niert (unresolved).
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Einerklauseln (Unit clauses)

De nition. Sei A eine Interpretation. SeiC = Ly _ _ Ln_L 2 N, so
dasslLq,:::, L falsch in A und L nicht de niert.

Dann heit C Einerklausel (Unit clause).

Lemma. SeienA eine Interpretationund C=L; _ _ Ln_L2 N, so
dasslLy,:::,Lp falsch in A und L nicht de niert.

Es gibt ein Modell von N, das A erweitert,
genau dann, wenn
es ein Modell vonN gibt, das A erweitert und L wahr macht.
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Pure Literale

De nition: Ein Literal L heit pur in einer KlauselmengeN (Klauseln seien
Mengen von Literalen), wenn

L Element einer Klausel inN ist und

das Komplement von L in keiner Klausel vonN enthalten ist.

Eine Klausel C in einer KlauselmengeN heit pur in N, wenn C ein in N
pures Literal enthalt.

Lemma. Fur jede pure KlauselC in einer KlauselmengeN:
N erfullbar gdw. Nnf Cg erfullbar

269

Pure Literale

De nition: Ein Literal L heit pur in einer KlauselmengeN (Klauseln seien
Mengen von Literalen), wenn

L Element einer Klausel inN ist und
das Komplement vonL in keiner Klausel vonN enthalten ist.

Eine Klausel C in einer KlauselmengeN heit pur in N, wenn C ein in N
pures Literal enthalt.

Lemma. Fur jede pure KlauselC in einer KlauselmengeN:
N erfullbar gdw. Nnf Cg erfullbar

Beweis:
\) " Falls N erfullbar, ist Nnf Cg auch erfullbar.
\'( " Annahme: Nnf Cg erfullbar (sei A Modell), C enthalt ein in N pures Literal L.

A(Q) falls Q 6 P
1 fallsQ = P

L=P:A%: 1f 0,1g mit A%Q)= ist Modell fur N.
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Pure Literale

De nition: Ein Literal L heit pur in einer KlauselmengeN (Klauseln seien
Mengen von Literalen), wenn

L Element einer Klausel inN ist und
das Komplement vonL in keiner Klausel vonN enthalten ist.

Eine Klausel C in einer KlauselmengeN heit pur in N, wenn C ein in N
pures Literal enthalt.

Lemma. Fur jede pure KlauselC in einer KlauselmengeN:
N erfullbar gdw. Nnf Cg erfullbar

Beweis:
\) " Falls N erfullbar, ist Nnf Cg auch erfullbar.
\ (" Annahme: Nnf Cg erfullbar (sei A Modell), C enthalt ein in N pures Literal L.

A(Q) fallsQé P
0 fallsQ = P

L=:P:A%: 1If 0,1gmit A%Q)= ist Modell fur N.
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Pure Literale

De nition: Ein Literal L heit pur in einer KlauselmengeN (Klauseln seien
Mengen von Literalen), wenn

L Element einer Klausel inN ist und
das Komplement vonL in keiner Klausel vonN enthalten ist.

Eine Klausel C in einer KlauselmengeN heit pur in N, wenn C ein in N
pures Literal enthalt.

Lemma. Fur jede pure KlauselC in einer KlauselmengeN:
N erfullbar gdw. NnC erfullbar

Lemma. SeiA eine partielle Wertebelegung.
Fur jedes pure Literal L in einer KlauselmengeN gilt:
Es gibt ein Modell von N, das A erweitert
genau dann, wenn
es ein Modell vonN gibt, das A erweitert und L wahr macht.
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DPLL

N: eine Menge von Klauseln,A partielle Wertebeleung

Programm DPLL(N,A):

IF (alle Klauseln in N wahr in A) THEN Return \wahr"
ELSE IF (eine Klausel in N falsch in A) Return \falsch"
ELSE IF (N enthalt Einerklausel f Pg) THEN return DPLL(N,A[f

P 7! 1g)

ELSE IF (N enthalt Einerklausel f: Pg) THEN return DPLL(N,A[f P 7! 0g)

ELSE IF (N enthalt pures Literal P) THEN return DPLL(N,A[f
ELSE IF (N enthalt pures Literal : P) THEN return DPLL(N,A[f

ELSE f

Sei P unde nierte Aussagenvariable inN

IF (DPLL(N,A (P 7! 0))) THEN return \wahr"

ELSE return DPLL(N,A[f P 7! 1g)

DPLL

P 7! 1g)
P 7! 0g)

N: eine Menge von Klauseln,A partielle Wertebeleung

Programm DPLL(N,A):

IF (alle Klauseln in N wahr in A) THEN Return \wahr"
ELSE IF (eine Klausel in N falsch in A) Return \falsch"
ELSE IF (N enthalt Einerklausel f Pg) THEN return DPLL(N,A[f

P 7! 1g)

ELSE IF (N enthalt Einerklausel f: Pg) THEN return DPLL(N,A[f P 7! 0Og)

ELSE IF (N enthalt pures Literal P) THEN return DPLL(N,A[f
ELSE IF (N enthalt pures Literal : P) THEN return DPLL(N,A[f

ELSE f

Sei P unde nierte Aussagenvariable inN

IF (DPLL(N,A (P 7! 0))) THEN return \wahr"

ELSE return DPLL(N,A[f P 7! 1g)

Am Anfang: A = ;

DPLL(N, ;)

P 7! 1g)
P 7! 0g)
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Eine alternative Formulierung

Zustand: MjjF

wobei:

- M Sequenz von Literalen (partielle Wertebelegung)

(L9: Entscheidungsliteral)

- F Klauselmenge
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Eine alternative Formulierung

UnitPropagation

MjjF,C_L) M,LjF,C_L fallsM F : C, und L undef. in M

Decide

MjiF) M,LdjjF
Fail

MijjF,C) Falil

Backjump

M, L9 NjjF) M, L%F

falls L oder : L kommt in F vor, L undef. in M

falls M F : C, M enthalt kein Entscheidungsliteral

FEC LSME:C,

LO undef. in M

LO oder : L% kommt in F vor.

8
% es gibt eine KlauselC _ L% mit:
falls E
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Eine alternative Formulierung

Backjump 8
% es gibt eine KlauselC _ L° mit:
FEC_LOSME:C,
M,LYNE) M, LOF falls L ©- =
E L% undef. in M

LO oder: L% kommt in F vor.

Es gibt mehrere megliche backjump Klauseln. Ein Kandidat ist
:Li_  _: LnwolLg,:::,Ly alle Entscheidungsliterale inMLYN sind.

(Es gibt manchmal bessere Kandidaten).
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Beispiel

Wertebelegung:
: Ii:

Klauselmenge:
P1_ P2,: P3_ P4,: Ps_: Pg,Ps_ Ps5,Ps_: Ps
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Beispiel
Wertebelegung:  Klauselmenge:
; ji P1_P2,: P3_Pa4,:Ps_: Ps,Ps_Ps,Ps_: Ps ) (Pure Literal)
3 [P i P1_ Py P3s_P4:Ps_: Pg,Ps_Ps,Ps_: Ps ) (Pure Literal)
279
Beispiel
Wertebelegung:  Klauselmenge:
; ji P1_P2,: P3_Pa4,: Ps_: Ps,Ps_Ps,Ps_: Ps ) (Pure Literal)
P ji:P1_ P2, i P3s_Pg:Ps_: Ps,Ps_ Ps,Pg_: Ps ) (Pure Literal)
i P P3 ji: P1_ P2, i Psg_Py4,:Ps_: Pg,Ps_ Ps5,Ps_: Ps
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Beispiel

Wertebelegung:  Klauselmenge:
; ji P1_ P2, P3s_ P4 :Ps_: P Ps_Ps,Ps_: Ps ) (Pure Literal)
5 [Pa jjiP1_ P2,: Psg_ P4 Ps_: Pg,Psg_ Ps,Ps_: Ps ) (Pure Literal)
Py P3 j] Pl_ Py, : P3_ Pa,: P5_Z PG,PG_ P5,P6_Z P5 ) (Decide)
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Beispiel
Wertebelegung:  Klauselmenge:
; ji P1_ P2, P3s_Pa4:Ps_: P, Ps_Ps,Ps_: Ps ) (Pure Literal)
5 [Pa jji P1_ P2, i P3g_ P4, Ps_: Pg,Psg_ Ps,Ps_: Ps ) (Pure Literal)
Py P3 j] Pl_ Py, : P3_ Pa,: P5_Z PG,PG_ P5,P6_Z P5 ) (Decide)
. Pli P3P5d ]j Pl_ Pz,: P3_ P4,Z P5_Z Ps,PG_ P5,Pe_: P5 ) (UnitProp)
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Beispiel
Wertebelegung: Klauselmenge:
; ji P1_ P2,: P3_P4,: Ps_: Pe,Ps_ Ps,Ps_: Ps ) (Pure Literal)
: Py jjiP1_ P2, P3_ P4 :Ps_: Pg,Ps_{5Ps_: Ps ) (Pure Literal)
: P1: P3 jji: P1_ P2, :P3s_P4:Ps_: Pe,Ps_Ps,Ps_: Ps ) (Decide)
. Pli P3P5d jj Pl_ Pz,: P3_ P4,Z P5_Z PG,PG_ P5,P6_I P5 ) (UnitProp)
: Py P3P5d: Pg ]j Pl_ P, : P3_ Py, : P5_Z Pg, PG_ P5,P6_Z Ps ) (Backtrack)
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Beispiel
Wertebelegung: Klauselmenge:
; ji P1_P2,: P3_P4,: Ps_: Pe,Ps_Ps,Ps_: Ps ) (Pure Literal)
3 [P jj:P1_ P2, P3_ P4 :Ps_: Pe,Ps_ Ps,Ps_: Ps ) (Pure Literal)
: P1: P3 jji:Pi_ P2, i P3s_Ps:Ps_: Pe,Ps_Ps,Ps_: Ps ) (Decide)
. Pli P3P5d jj Pl_ Pz,: P3_ P4,Z P5_Z Pe, Pe_ P5,P6_I P5 ) (UnitProp)
: Py P3P5d: Pg ]j Pl_ P, : P3_ Py, : P5_Z Pg, PG_ P5,P6_Z Ps ) (Backtrack)
:P1: P3: P5 jj:Pl_Pz,:P3_P4,:P5_: PG,PG_Ps,Ps_: P5
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Beispiel

DPLL

Das DPLL-Verfahren (Davis-Putham-Logemann-Loveland)

Das bekannteste und am meisten verbreitete Verfahren zur
systematischen Suche eines Modells

wurde in den letzten Jahrzehnten mit Hilfe von Heuristiken
und Lernverfahren stark verbessert

Wertebelegung: Klauselmenge:
; jii P1_P2,:P3_P4,:Ps_: PsPs_Ps,Ps_: Ps ) (Pure Literal)
P jji P1_ P2, i P3g_ P4 Ps_: Pg,Psg_ Ps,Ps_: Ps ) (Pure Literal)
: Py P3 jj: Pi_ P2, i Ps_ Py4:Ps_: Pe,Psg_Ps,Ps_: Ps ) (Decide)
: P P3P5d ]j Pl_ Py,: P3_ Py, : P5_Z PG,PG_ P5,P6_: Ps ) (UnitProp)
: P P3P5dl Ps ]j Pl_ Py,: P3_ Py, : P5_I PG,Pe_ P5,P5_I Ps ) (Backtrack)
. P1: P3: Ps jj: P1_ P2, Ps_ P4,: Ps_: Ps,Ps_Ps,Ps_: Ps ) (UnitProp)
: P1: P3: PsPg jj: Pr_ P2, Ps_ Pa,: Ps_: Ps,Ps_ Ps,Ps_: Ps
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Beispiel
Wertebelegung: Klauselmenge:
; ji P1_ P2,: P3_ P4, Ps_: Pg,Psg_ Ps,Ps_: Ps ) (Pure Literal)
s (Pa it P1_ Py, P3_P4:Ps_: Pg,Ps_ Ps,Ps_: Ps ) (Pure Literal)
: P1: P3 ]j Pl_ Py,: P3_ Py, : P5_: Pe,Pe_ P5,P6_: Ps ) (Decide)
: Py: P3Psd it Pi_ P2 Ps_Ps:Ps_: Pg,Ps_Ps,Ps_: Ps ) (UnitProp)
: Py P3Ps?: Pg jj: P1_ P2, Ps_ P4,: Ps_: Ps,Ps_ Ps,Ps_: Ps ) (Backtrack)
: Py P3: Ps jiP1_ P2, i Ps_ Py Ps_: Ps,Psg_ Ps,Ps_: Ps ) (UnitProp)
1 P1: P3: PsPg jji P1_P2,: Ps_ P4 Ps_: PgPs_ Ps,Ps_: Ps

Die Klauselmenge ist ertillbar.

Modell:

A(P1) =0, A(P3) =0, A(P5) =0, A(Ps) =1

A(P2), A(P4) beliebig.
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Andere Kalk ale
1-Resolution
Das Davis-Putnam-Verfahren
Semantische Tableaux
288



2.8 Der aussagenlogische Tableaukalkeil

Der aussagenlogische Tableaukalkel

Geschichte
Beth (1955), Hintikka (1955) and Sch utte (1956)
Analytic tableaus: Smullyan 1968
Automatisches Beweisen/Mechanisierung:
Kanger 1957, Prawitz 1960, Wang 1960, Davis 1960, Maslov 198.
Weiterentwicklung/Verfeinerungen:
Loveland 1968 (Model elimination),
Kowalski, Kuehner 1971 (SL-resolution)
Bibel 1975,
Andrews 1976

Der aussagenlogische Tableaukalkel

Wesentliche Eigenschaften

Widerlegungskallkel: Testet auf Unerfullbarkeit
Beweis durch Fallunterscheidung

Top-down-Analyse der gegebenen Formeln
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Der aussagenlogische Tableaukalkel

Vorteile
Intuitiver als Resolution
Formeln mussen nicht in Normalform sein

Falls Formelmenge eréllbar ist (Test schlagt fehl), wird ein
Gegenbeispiel (eine esllende Interpretation) konstruiert

Nachteile

Mehr als eine Regel
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Formeltypen

Konjunktive Formeln: Typ

=
FAG

c(F_G)
C(F! G)

Disjunktive Formeln: Typ

: (FA G)
F G
FI G

Formeltypen

Konjunktive Formeln: Typ

=
F~G

:(F_Q)
c(F!' Q)

Zuordnungsregeln Formeln / Unterformeln

1 2

FrG F G

:(F_G) :F G

c(F! G) F G
F F

293
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Formeltypen

Disjunktive Formeln: Typ

 (FMG)
F_G
F! G

Zuordnungsregeln Formeln / Unterformeln

- (F~ G)
F_G
FI G

m T Tm|F

O 0 0"
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Regeln des (aussagenlogischen) Tableaukalkuls

1 Konjunktiv
2
—_— Disjunktiv
1] 2
Widerspruch

—
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Instanzen der

-Regel

Instanzen der -Regel
P Q :(P_Q)
' P
' Q
Instanzen der -Regel
P_Q (P Q)
PjQ P j:Q

Ein Tableau fur fP": (Q_: R), : Q

297

Rg

© ® N o 0w

1.
2.

P~ (Q_: R)
tQ_ R
=]
PPP
4. R
10. P
11. : (Q _:

' R)

R)

Dieses Tableau ist nicht
\maximal", aber der erste
\Ast" ist.

Dieser Ast ist nicht
\geschlossen" (enthalt
keinen Widerspruch),
also ist die Mengef 1,2g
erfullbar.

(Diese Begri e werden auf
den nachsten Seiten
erklart.)
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Determinismus von Kalk ul und Regeln

Determinismus
Die Regeln sind alle deterministisch

Der Kalkul aber nicht:
Auswahl der machsten Formel, auf die eine Regel angewendet wird

Heuristik
Nicht-verzweigende Regeln zuerst: vor
Nota bene:

Dieselbe Formel kann mehrfach (auf verschiedenerAsten) verwendet
werden

Formale De nition des Kalk wuls

De nition
Tableau: Binarer Baum, dessen Knoten mit Formeln markiert sind
De nition

Tableauast: Maximaler Pfad in einem Tableau (von Wurzel zu Blatt)

299

300



Formale De nition des Kalk uls

SeiM eine Formelmenge
Initialisierung
Das Tableau, das nur aus dem Knoten 1 besteht, ist ein Tableauur M
Erweiterung
T ein Tableau fur M
B ein Astvon T
F eine Formel aufB oder in M, die kein Literal ist

T 0 entstehe durch Erweiterung vonB gema der auf F anwendbaren Regel
( oder )

Dann ist T 2 ein Tableau fur M.
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Formale De nition des Kalk wls

Nota bene:

Alle Aste in einem Tableau fur M enthalten implizit alle Formeln in M

302

Formale De nition des Kalk wuls

De nition.

Ast B eines Tableaus &ir M ist geschlossenwenn

F:F2B[ M

De nition.

Ein Tableau ist geschlossenwenn jeder seinerAste geschlossen ist.

De nition.
Ein Tableau fur M, das geschlossen ist, ist ein Tableaubeweisuf (die

Unerfullbarkeit von) M

303

Beispiel

Zu zeigen:

(P! (Q! R)! (P_S)! ((Q! R)_Y9)) allgemeingultig

Wir zeigen, dass

P @R (P_S)! ((QY R)_9))]

unerfullbar ist.
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Beispiel
1. (P! (Q! R)! (P_S)! ((Q! R)_9))
2. (P! (Q! R) [14]
3. S((P_S)! ((Q!' R)_Y9)) [12]
4. P_S [31]
5. :(Q! R)_Y9) [32]
6. ' (Q! R) [54]
7. ; [52]
%hhhhhhh
8. B 21] 9. Q! R [23]
10. P [44] 11. S [47]

geschlossenes Tableau.
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Klauseltableau

M Menge von Klauseln

Anderungen
Keine -Regel
Erweiterungsregel kann Verzweigungsgrad> 2 haben

Alle Knoten im Tableau enthalten Literale
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Klauseltableau: Beispiel

M=ffP,Q,Rg,f Rgf P,Qg,fP,: Qg,f: P,: Qgg

Klauseltableau: Beispiel

M=ffP,Q,Rgf Rgf P,Qg,fP,: Qg,f. P,: Qgg

iiiiiii”'l'TTTTTTTTT

P Q
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Klauseltableau: Beispiel

M=1ffP,QRgf Rgf P,QgfP,: Qg f P,: Qgg

U}H:PW \MWQJJ‘IJ

P :Q P

1 Q

Klauseltableau: Beispiel

1qug9999% Wikigggy,,
" i

P Q

M=ffP,Q,Rg,f Rgf P,Qqg,fP,: Qg,f: P,: Qgg

» L
P Sssle% ppopP||I
R :P :Q

' Q

309
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Klauseltableau: Beispiel

M=1ffP,Q,Rg,f Rgf P,Qg,fP,: Qg,f: P,: Qgg

WW

P QH%ZP pdipP“l 2
? ?

Korrektheit und Vollst andigkeit des
Tableaukalk uls

Theorem.
Eine FormelmengeM ist unerfullbar
genau dann, wenn
es einen Tableaubeweistr (die Unerfullbarkeit von) M gibt
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Korrektheit und Vollst andigkeit des
Tableaukalk uls

Theorem.
Eine FormelmengeM ist unerfullbar
genau dann, wenn
es einen Tableaubeweistir (die Unerfullbarkeit von) M gibt

Korrektheit: \( "

Falls es einen Tableaubeweisefr (die Unerfullbarkeit von) M gibt
(d.h. ein Tableau fur M, das geschlossen ist)
so ist M unerfullbar.

... alternativ:

Falls M erfullbar ist, hat M kein geschlossenes Tableau.
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Korrektheit und Vollst andigkeit des
Tableaukalk uls

Theorem.
Eine FormelmengeM ist unerfullbar
genau dann, wenn
es einen Tableaubeweistir (die Unerfullbarkeit von) M gibt

Vollstandigkeit: \) "

Falls M unerfullbar ist,
gibt es einen Tableaubeweis dir (die Unerfullbarkeit von) M
(d.h. ein Tableau fur M, das geschlossen ist).
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Kern des Korrektheitsbeweises

Theorem (Korrektheit)
Falls es einen Tableaubeweisefr (die Unerfullbarkeit von) M gibt
(d.h. ein Tableau fur M, das geschlossen ist) so isM unerfullbar.

... alternativ: Falls M erfullbar ist, hat M kein geschlossenes Tableau.

Kern des Korrektheitsbeweises

Theorem (Korrektheit)
Falls es einen Tableaubeweisefr (die Unerfuellbarkeit von) M gibt
(d.h. ein Tableau fur M, das geschlossen ist) so isM unerfullbar.

... alternativ: Falls M erfullbar ist, hat M kein geschlossenes Tableau.

De nition.
Ein Tableauast ist erfellbar, wenn die Menge seiner Formeln esflibar ist

Ein Tableau ist erfellbar, wenn es (mindestens) einen esillbaren Ast hat

| Lemma 1. Jedes Tableau #r eine erfullbare FormelmengeM ist erfullbar |

| Lemma 2. Ein geschlossenes Tableau ist nicht esflibar |

... Also: Kein geschlossenes Tableauefr erfullbare Formelmenge
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Lemma 1: Beweis

De nition.
Tableauast ist erfullbar, wenn die Menge seiner Formeln esilibar ist.
Tableau ist erfullbar, wenn es (mindestens) einen esflibaren Ast hat

Lemma 1. Jedes Tableau #ir eine erfullbare FormelmengeM ist erfullbar

Beweis: Induktion  p(n): Falls M erfullbar und das Tableau T in n Schritten
aus M gebildet wurde, ist T erfullbar

Induktionsbasis: T wurde in einem Schritt gebildet.

Initialisierung
Das Tableau, das nur aus dem Knoten 1 besteht, ist ein Tableau#r M

da M erfullbar ist, ist ein solches Tableau ertllbar

317

Lemma 1: Beweis

De nition. Tableauast ist erfellbar, wenn die Menge seiner Formeln esfllbar ist.
Tableau ist erfullbar, wenn es (mindestens) einen ewsfllbaren Ast hat

Lemma 1. Jedes Tableau #ir eine erfullbare FormelmengeM ist erfellbar

Beweis: Induktion  p(n): Falls M erfullbar und das Tableau T in n Schritten
aus M gebildet wurde, ist T erfullbar

Induktionsschritt: Annahme p(n) gilt. Zu zeigen: p(n + 1).

Sei T einin n+ 1 Schritten gebildetes Tableau fur M.

Dann gibt es ein Tableau T fur M (in n Schritten gebildet), ein Ast B von T ° und
eine Formel F auf B oder in M, die kein Literal ist, so dassT durch die Erweiterung
von B gema der auf F anwendbaren Regel ( oder ) entstanden ist.

Induktionsvoraussetzung: T © erfullbar, d.h. hat (mindestens) einen erfullbaren Ast BP.

Fall 1: B® 6 B. Dann ist B® auch Ast in T, d.h. T erfullbar.
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Lemma 1: Beweis

De nition. Tableauast ist erfullbar, wenn die Menge seiner Formeln esfllbar ist.
Tableau ist erfullbar, wenn es (mindestens) einen esfllbaren Ast hat

Lemma 1. Jedes Tableau #ir eine erfullbare FormelmengeM ist erfullbar

Beweis: Induktion  p(n): Falls M erfullbar und das Tableau T in n Schritten
aus M gebildet wurde, ist T erfullbar

Induktionsschritt: Annahme p(n) gilt. Zu zeigen: p(n + 1).

Sei T ein in n+ 1 Schritten gebildetes Tableau fur M.

Dann gibt es ein Tableau T ° fur M (in n Schritten gebildet), ein Ast B von T° und
eine Formel F auf B oder in M, die kein Literal ist, so dassT durch die Erweiterung
von B gema der auf F anwendbaren Regel ( oder ) entstanden ist.

Induktionsvoraussetzung: T © erfullbar, d.h. hat (mindestens) einen erfullbaren Ast BP.
Fall 2: B = B d.h. B erfullbar. Sei A Modell fur die Formeln Ng auf B.

Fall 2a: -Regel angewandtF F1 » F,. Dann ist A Modell fur
Ng [f Fi1, F2g, d.h.: die Erweiterung von B mit dieser -Regel ist erfullbar,
so T erfullbar.
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Lemma 1: Beweis

De nition. Tableauast ist erfullbar, wenn die Menge seiner Formeln esfllbar ist.

Tableau ist erfellbar, wenn es (mindestens) einen esdfllbaren Ast hat

Lemma 1. Jedes Tableau #ir eine erfullbare FormelmengeM ist erfullbar

Beweis: Induktion  p(n): Falls M erfullbar und das TableauT in n Schritten
aus M gebildet wurde, ist T erfullbar

Induktionsschritt: Annahme p(n) gilt. Zu zeigen: p(n + 1).

Sei T ein in n+ 1 Schritten gebildetes Tableau fur M.

Dann gibt es ein Tableau T ° fur M (in n Schritten gebildet), ein Ast B von T° und
eine Formel F auf B oder in M, die kein Literal ist, so dassT durch die Erweiterung
von B gema der auf F anwendbaren Regel ( oder ) entstanden ist.

Induktionsvoraussetzung: T © erfullbar, d.h. hat (mindestens) einen erfullbaren Ast B,
Fall 2: B = B d.h. B erfullbar. Sei A Modell fur die Formeln Ng auf B.

Fall 2b: -Regel angewandtF F;_F,. Dann 1=A (F)= A (F1)_A (F2), so
A (F1)=1 oder A (F2)=1. Dann Aj=Ng[f Fig, i=1 oder 2, d.h. A Modell
fur alle Formeln auf der Erweiterung vonB mit F; oder F2, so T erfullbar.
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Lemma 2: Beweis

De nition.
Tableauast ist erfullbar, wenn die Menge seiner Formeln esllbar ist

Tableau ist erfellbar, wenn es (mindestens) einen emdllbaren Ast hat

| Lemma 1. Jedes Tableau #ir eine erfullbare FormelmengeM ist erfullbar |

| Lemma 2. Ein geschlossenes Tableau ist nicht esfllbar |

Beweis: Kontraposition
Annahme: T erfullbar. Dann hat T einen erkillbaren Ast B.

Falls die Menge der Formeln aufB (und M) erfullbar ist, kann B nicht ? enthalten,
d.h. B kann nicht geschlossen sein.
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Kern des Vollstandigkeitsbeweises

De nition.

Ein Tableau heit voll expandiert, wenn
jede Regel
auf jede passende Formel
auf jedem o enen Ast

angewendet worden ist.

Lemma 3.
B o ener Ast in voll expandiertem Tableau, dann B [ M erfullbar.

... Also: Voll expandiertes Tableau fur unerfullbares M ist geschlossen
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Lemma 3: Beweis

Lemma 3.
B o ener Ast in voll expandiertem Tableau, dann B [ M erfullbar.

Beweis: (fur klausale Tableaux)

Sei N die Menge der Formeln aufB. Da B oen ist, ist ? nichtin N.
SeienC _ A, D _: A zwei Klauseln inN die komplementare Literale enthalten. Einer
von C, D ist nicht leer (sonst ware B geschlossen).

Annahme: C nicht leer. Da B voll expandiert ist, wurde die -Regel fur C _ A
angewandt (auch fur D _: A falls D nicht leer).

Fall 1: A,: A 2 B: unmeglich, da B o en ist.
Fall 2: A,L 2 B mit L Literal in D. N erfullbar gdw. Nnf D _: Ag erfullbar.
Fall 3: L,: A2 B, mit L Literal in C. N erfullbar gdw. Nnf C _ Ag erfullbar.
Fall 4: Ly, L, 2 B, mit L; Literal in C, L, Literal in D.

N erfullbar gdw. Nnf C _ A, D _: Ag erfullbar.

N 7! N N° Klauselmenge ohne komplemendre Literale und ohne?
Die Erfullbarkeit von N folgt aus der Vollstandigkeit der Resolution.

Klauseltableau: Einschrankungen des Suchraums

Regularitat:

Kein Literal darf auf einem Ast mehr als einmal vorkommen

Schwache Konnektionsbedingung (Connection calculus)

Bei Erweiterung von Ast B muss mindestens eines der neuen Literale
komplementar zu Literal in B[ M sein.

Starke Konnektionsbedingung (Modellelimination)

Bei Erweiterung von Ast B muss mindestens eines der neuen Literale
komplementar zum Blatt von B sein { au er beim ersten Schritt.
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Klauseltableau: Einschrankungen des Suchraums

Theorem (hier ohne Beweis)
Regularitat, starke und schwache Konnektionsbedingung
erhalten Vollstandigkeit.

Jedoch

Bei starker Konnektionsbedingung kann unginstige Erweiterung in
Sackgasse #ihren.

(bei schwacher Konnektionsbedinung nicht)

Beispiel: M = ff Pg,f: Qg,f: P,Qg,f: P,Rgg

Zuerst f: P,Qg: OK
Zuerst f: P, Rg: Sackgasse
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Klauseltableau: Weiteres Beispiel

Signatur: F: Flugreise V : Vollpension M: Meer P: Pool

Falls sie nicht mit dem Flugzeug iegen, besteht der Vater auf Vollpension am Meer.
CFlL (VA M)
Die Mutter m echte mindestens einen ihrer drei Winsche erbllt sehen: ans Meer
iegen, oder am Meer ohne Pool, oder Vollpension und Pool.
(MAF)_(M~: P)_(V™P)
Gibt es keinen Pool, so besteht Tochter Lisa auf einer Flugrise und Urlaub am Meer
und darauf, dass keine Vollpension gebucht wird.
TP (FAMAM: V)
Auch dem Baby soll einer seiner Winsche ertlllt werden: erstens einen Pool und nicht
iegen oder zweitens Vollpension, dann aber ohne Pool.

(Pr: F)_(V™: P)
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Klauseltableau: Weiteres Beispiel

Behauptung
Dann messen sie ans Meer mit Vollpension, mit Pool und ohne Flug.
MAVAPA:F

Zu zeigen:

£ FlL (WVAML(MAF) _(MA: P)_(VAP),

CP! (FAMA: V) (PA F)_(VA:P)g E MAVAPAF
Wir zeigen, dass die folgende Konjunktion uneréllibar ist:

GCF! (VAM),(MA™E)A

(MAF)_ (M~ P)_ (VA PYN

CP! (FAMA:D V)2

(PR: F)_ (v~ P

M _:V_P_F (Negation der Behauptung)

Klauseltableau: Weiteres Beispiel

CF1L (VA M) 1) F_V

2) F_M
MAF)_(M~A: P)_(V~P) | (3 M_V

4) M_P

(5) M_:P_V

(6) F_M_V

) F_M_P

(8) F_:P_V
P (FAMAI V) 9) P_F

100 P_M

(11) P_:V
(P~ F)_(V": P) 12) P_V

(13) F_V

14) :F_: P
Negation der Behauptung 5) :M_:V_:P_F
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Klauseltableau: Weiteres Beispiel Terminierung

Beobachtung Aussagenlogische Resolution (far Klauselmengen in Mengennotation)

Konstruktion des Konnektionstableaus terminiert, f ur jede endliche Menge von Klauseln.

bei Beginn mit Klausel (1)
Beweis: Es gibt nicht mehr als 22" Klauseln (in Mengennotation) mit n

mit Regularitat _
Aussagenvariablen.

mit starker Konnektionsbedingung
7! nicht mehr als (22")2 megliche Anwendungen der Resolutionsregel.

Dann:

Nahezu deterministische Beweiskonstruktion
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Klauseltableau: Weiteres Beispiel Terminierung
N E vV Das Davis-Putnam und das DPLL Verfahren terminieren ebenfalls.
@ F_M™ 1 Beweis (Idee auf Beispiel)
3 M_V F— Ty
24; M : P / \ / \ Wertebelegung: Klauselmenge: - 3
) F \ P v ; i Pp_ Pp,: Pg_ Pg,: P5_: Pg,Pg_ P5,Pg_: Pg Pure Literal
(5) M_:P_V | N RN | Py i:PyL_ Pp:P3_Ps:Ps_: PgPg_ Ps.Pg_: Ps ) (Pure Literal)
(6) F_M_V 1 v P P R L © Py Py ji:Pi_ Py, P3g_ Ps: P5_: PgPg_ P5Pg_: P ) (Decide)
(7) F — M — P ‘ / \ ‘ /\ 5 (Pag P3P5d ji:Py_ Pp,: P3_ Py,: P5s_: Pg,Pg_ P5,Pg_: Pg ) (UnitProp)
(8) F_:P_V 1 ﬂ‘P aF L F M Py PgPgd: Pg i Py_ Pp: P3_ Pgi Ps_: Pg.Pg_ Ps.Pg_: Ps ) (Backtrack)
9) P_F ! ! /\\\ . Py: P3: Pg ji: Py _ Pp:P3_ Pg:Ps_: PgPg_ PsPg_: Ps ) (UnitProp)
1) P_M I i ﬂl\‘ll ﬂT/ ﬂ‘P l‘: Py Pg: PsPg i Pi_ Pp.: Pg_ P4 Ps_: Pg.Pg_ Ps.Pg_: Ps
1 P _: vV I
(12) P_V Noether'sche Ordnung auf partiellen Wertebelegungen
(13) :F_V (Wieviele Literale sind unde niert? Gibt es Entscheidungditerale?
a4 :F_: P
(5) :M_:V_:P_F

Partielle Wertebelegungen werden mit jedem Schritt kleine.
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Terminierung

Ahnliches Resultat fur Tableaux?
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Terminierung

De nition. Ein Tableau ist strikt, falls fur jede Formel F die entsprechende
Erweiterungsregel techstens einmal auf jeden Ast, der die Formel enthlt,
angewandt wurde.

Theorem.
Sei T ein striktes aussagenlogisches Tableau. Dann isT endlich.

Beweis: Neue Formeln mit denen ein Tableau erweitert wird sind? ,(>) oder
Teilformeln der Formel, auf der die Erweiterungsregel angeandt wird. Da T strikt
ist, wird fur jede Formel F die entsprechende Erweiterungsregel échstens einmal auf
jeden Ast, der die Formel enthalt, angewandt.

Dann sind alle Aste in T endlich, und so ist auchT endlich (Kenig's Lemma).
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Zusammenfassung: Tableaukalkul

Beweis durch Widerspruch und Fallunterscheidung

Tableauregeln (mit uniformer Notation)
Formale De nition des Kalk uls

Korrektheit und Vollst andigkeit

Klauseltableau
Regularitat

Schwache und starke Konnektionsbedingung

Strikte Tableaux

Terminierung

3. Pradikatenlogik
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Ruckblick: Vor- und Nachteile von Aussagenlogik

+ Aussagenlogik ist deklarativ: Syntaxelemente entspreche Fakten

+ Aussagenlogik erlaubt konjunktive / disjunktive / negativ e Aussagen
(im Gegensatz zu vielen Datenstrukturen und Datenbanken)

+ Aussagenlogik ist kompositional:
Bedeutung von F1 N F» leitet sich ab aus der vonF1 und F2

+ Bedeutung in Aussagenlogik ist kontextunablangig
(im Gegensatz zu nawrlicher Sprache)

Aussagenlogik hat nur beschankte Ausdruckskraft
(im Vergleich zu naturlicher Sprache)

Beispiele:

Die Aussage \Alle Menschen sind sterblich" erfordert eine Formel fur
jeden Mensch.
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Ruckblick: Vor- und Nachteile von Aussagenlogik

+

Aussagenlogik ist deklarativ: Syntaxelemente entspreche Fakten

+ Aussagenlogik erlaubt konjunktive / disjunktive / negativ e Aussagen
(im Gegensatz zu vielen Datenstrukturen und Datenbanken)

+ Aussagenlogik ist kompositional:
Bedeutung von F1 N F» leitet sich ab aus der vonF1 und F»

+

Bedeutung in Aussagenlogik ist kontextunabhangig
(im Gegensatz zu nawrlicher Sprache)

Aussagenlogik hat nur beschankte Ausdruckskraft
(im Vergleich zu naturlicher Sprache)

Beispiele:

Die Aussage \Jede natrliche Zahl ist entweder gerade oder ungerade”
erfordert eine Formel fur jede Zahl.
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Pradikatenlogik

Reichere Struktur

Objekte (Elemente)
Leute, Hauser, Zahlen, Theorien, Farben, Jahre, ...

Relationen (Eigenschaften)
rot, rund, prim, mehrst eckig, ...
ist Bruder von, ist gre er als, ist Teil von, hat Farbe, besitzt, ..

Funktionen

+, Mitte von, Vater von, Anfang von, ...

Weitere Logiken

Logik

Aussagenlogik

Pradikatenlogik

Temporallogik
Mehrwertige Logik
Fuzzy-Logik

Fakten

Objekte, Funktionen,
Relationen

Fakten, Zeitpunkte
Fakten

Fakten

wahr/falsch

wahr/falsch

wabhr/falsch
wahr/falsch/unbekannt
[0, 1]
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Syntax der Pradikatenlogik: Logische Zeichen Syntax der Pradikatenlogik: Vokabular

Wie in der Aussagenlogik De nition
> Symbol fur die Formel \wahr" (Formel, die immer wahr ist) Pradikatenlogische Signatur: Paar = (, ) wobei:
? Symbol fur die Formel \falsch" (Formel, die immer falsch ist)

eine Menge von Funktionssymbolen f mit Stelligkeit n 0,
Negationssymbol (\nicht") geschriebenf/ n,

A Konjunktionssymbol (\und") z.B. 2/0, koblenz/0, c/0, sqrt/1, leftLegOf/1, +/2, -/2

_ Disjunktionssymbol (\oder") Menge von Pr adikatensymbolenp mit Stelligkeit m 0, geschrieben
! Implikationssymbol (\wenn . . . dann") p/ m

$ Symbol fur Aquivalenz (\genau dann, wenn") 2 B. bruderVon/L. > /2. 2. -

() die beiden Klammern

Quantoren Bemerkung: Das Gleichheitspmdikat ~ kann (muss aber nicht) enthalten
V Allquantor (\f wur alle") sein. Es wird in x notiert.
3 Existenzquantor (\es gibt")
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Syntax der Pradikatenlogik: Vokabular Syntax der Pradikatenlogik: Vokabular
Signatur De nition.
Zweck: Festlegung der nichtlogischen Symbole Funktionsssymbole mit Stelligkeit n = 0 hei en Konstante
=(,), z.B. 2, koblenz, c
De nition.

Pradikatensymbole mit Stelligkeit n = 0 hei en Aussagenvariablen
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Syntax der Pradikatenlogik: Vokabular

Variablen

Pradikatenlogik erlaubt die Formulierung abstrakter (schematischer)
Aussagen. Technisches Hilfmittel hierkir sind die Variablen.

Wir nehmen an, dass
X

eine vorgegebene Menge von atehlbar unendlich vielen Symbolen ist, die
wir fur (die Bezeichnung von) Variablen verwenden.
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Terme

Terme wber (bzw. -Terme) werden nach folgenden syntaktischen R egeln
gebildet:

s, t,u,v = X , X2 X (Variable)
j f(sty..,sn) ,fIn2 (F-Terme)

Mit T (X) bezeichnen wir die Menge der -Terme

(Menge T (X) der -Terme:
Die kleinste Menge mit: X T (X)
Wenn f 2 ,
n ist die Stelligkeit von f
t1,::,tn 2 T (X)
dann f(t1,:::,th) 2 T (X)
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Terme

Terme sind also vollsendig geklammerte Ausdricke, die wir auch
als markierte, geordnete Baume au assen kennen. Die Knoten sind
mit Funktionssymbolen oder Variablen markiert. Jeder mit einem
Funktionssymbol f der Stelligkeit n markierte Knoten hat genau n
Unterbaume, einen #ir jedes Argument vonf .

Beispiele

=(.)
fJan/0, Vater/1, Mutter /1 g

fx,y,zg X

Terme:
X Jan
Vater (x) Vater (Jan)
Mutter (x) Mutter (Jan)

Vater (Mutter (x))  Vater (Mutter (Jan))
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Beispiele

=(.)

= f0/0,1/0, succ/l,+/2 g
fx,y,zg X

Terme:

X,y,z,0,1

succ(x), succ(0), succ(l)

X+ y,x+z,x+0, x+1,(x+(succ(y)+1)),... In x
+(Xx,y), +( X, z),+( x,0),+( x, 1), +( x,+( succ(y), 1)) Prax
349
Atome

Atome (Atomare Formeln) wuber gen emgen dieser Syntax:
A,L—‘ts1 o= p(st,....,Sm) ,p/m2
j (s t) (Gleichung)

Ist m = 0, so handelt es sich beip um eine Aussagenvariable Wir
verwenden insbesondere die BuchstabeR, Q, R, S, um Aussagenvariablen
zu bezeichnen
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Beispiele

=)

fx,y,zg X

Atome:

Mann(x) Mann(Jan)

f Jan/0, Anna/0, Vater/1, Mutter /1 g
f Mann/1, Frau/l, Bruder/2, /2g

Mann(Anna)

Mann(Vater(x))  Frau(Vater(Jan))  Mann(Vater (Jan))

Bruder(x,y)

Bruder(x, Jan)

Bruder(x, Anna)

Vater(Jan) Vater (Anna)

Vater (x)  Mutter (y)

Beispiele

()

= f ,g
fx,y,zg X
Atome:
X vy, z 0 O

succ(x)  succ(0),

XxX+y x+2z, x+0

Pra x:

(+(x,y), +( x,2)),

f0/0,1/0, succ/l,+/2 g

succ(l)  succ(0)

x+1 (x+(succ(y)+1)) Z, ... In x

+(x,0)  +(x,1), (+( x, +('succ(y), 1)), 2)
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Literale

A

A

(positives Literal)
(negatives Literal)

Klauseln

i Lk, k

1

(leere Klausel)
(nichtleere Klausel)
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Formeln

Formeln wuber :

F,.G,H === 2 (Falsum)
o> (Verum)
i A (atomare Formel)
i F (Negation)
i (F~G) (Konjunktion)
i (F_G) (Disjunktion)
i (F! G) (Implikation)
j (F$ G) (Aquivalenz)
j VxF (Allquanti zierung)
i EVG (Existenzquanti zierung)

Formeln

Menge For der Formeln uber
Die kleinste Menge, die
Alle atomare Formeln enthalt,
>2 For ,?2 For ,

Wenn F, G 2 For , dann auch
:F,FAG,F_G,F! G,F$ G2 For ,

Wenn F 2 For und x 2 X, dann
VxF 2 For ,3xF 2 For
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Konventionen zur Notation

Klammereinsparungen werden nach folgenden Regeln vorgenamen:
{: > ~ > _ > ! > 3 (Prazedenzen),

{ _ und” sind assoziativ und kommutativ.

QX1,:::,Xn F fur Qxg:::Qxn F.

Terme und Atome in In x-, Pr & x-, Post x- oder Mix xnotation;

Beispiele:
s+t fur+(s,t)
s t fur (s,t)
s fur  (s)
0 fur O()

Beispiel

\Alle, die in Koblenz studieren, sind schlau"

= fkoblenz/0g = fstudiertin/2, schlaulg

Vx(studiertin( 0%, koleng) ! schiau( o))

Variable Konstante Variable

Term Term Term
I z }o | —{z—}
Atom Atom
I {z
Formel
| {z }
Formel
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Beispiel

\Es gibt jemand, der in Landau studiert und schlau ist"

= flandau/Og = fstudiertin/2, schlaul g

x(studiertin( 0%, janday) ~ schiau( o5 )

Variable Konstante Variable

erm Term Term
| [2 }ol—fz
Atom Atom
I {z }
Formel
| {z }
Formel

Beispiel: Peano-Arithmetik

pa = ( pPa, pPa)

PA f0/0, +/2, 12, sllg
PA f 2, <1/2 129
+ inx; >p+

Formelbeispieleuber dieser Signatur sind

X, y(x y$ Fz(x+z vy)
IXVY(x+y y)

X, y(x s(y) x y+Xx)
VX, y(s(x) s(y)! x y)
Vx3dy x <y
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Bemerkungen zum Beispiel

Wie man an diesen Formeln sieht, sind die Symbole , <, 0 redundant,
da sie wber + in PL mit Gleichheit de niert werden k ennen. So de niert
die erste Formel , wahrend die zweite Formel die Null de niert. Die
Eliminierung der zugetorigen Existenzquantoren durch Skolemisierung
(siehe unten) fuhrt dann aber die Funktionssymbole wieder ein.

Beispiel: Tante Agatha

361

Jemand, der in Schloss Dreadbury wohnt, hat Tante
Agatha ermordet. Agatha, ihr Butler und ihr Ne e Charles
waren die einzigen Bewohner von Schloss Dreadbury. Ei
Merder hasst immer sein Opfer und ist niemals reicher a
sein Opfer. Charles hasst niemanden, den Tante Agatha

Der Butler hasst jeden, der nicht reicher ist als Tante
Agatha. Der Butler hasst jeden, den Tante Agatha gehas

gehasst hat. Agatha hat jeden gehasst au er ihrem Butler.

=)

hat. Niemand hasst jeden. Agatha war nicht der Butler.

Wer hat Tante Agatha ermordet?

362

Beispiel: Tante Agatha

Zuerst formalisieren wir das Problem:

Jemand der in Schloss Dreadbury wohnthat Tante Agatha
ermordet

I 3x (schlossbewohnék) » ermordet(x, a))

Agatha, ihr Butler und ihr Ne e Charles warendie einzigen
Bewohner von Schloss Dreadbury

I Vx (schlossbewohnék)$ (x a_x b_x ¢))
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Beispiel: Tante Agatha

Ein Merder hasstimmer sein Opfer und istniemalsreicherals sein
Opfer.

I VXx,y (ermordef(x,y) ! hass(x,y))
Vx,y (ermordef(x,y) !: : reichelx,y))

Charleshasstniemanden den Tante Agatha gehasst hat

I Vx (hass{(c,x)!: : hass{a, x))

Agatha hat jeden gehasstau er ihrem Butler.

I V¥x (: hass{a,x)$ x D)
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Beispiel: Tante Agatha

Der Butler hasstjeden der nicht reicherist als Tante Agatha.

I Vx (: reiche(x,a)! hass{(b,x))

Der Butler hasstjeden den Tante Agatha gehasst hat
I Vx (hass(a,x)! hassib,x))

Niemand hasstjeden

| Vx 3y (: hass(x,y))

Agatha war nicht derBultler.

I ta b
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Gebundene und freie Variablen

In QxF, Q 2 f 3, Vg, heit F der Bindungsbereichdes Quantors Qx. Ein
Auftreten einer Variablen x heit gebunden wenn es zum Bindungsbereich
eines QuantorsQx gehert. Alle anderen Auftreten von Variablen hei en frei.

Formeln ohne freie Variablen hei en Satzformen. Variablenfreie Formeln
hei en Grundformeln.
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Beispiel
, B.in:unﬂsbereich {
224
vy (Vx p(x) ! a(x,y))
Beispiel

p(z) !
x gebunden
y frei

z frei und gebunden

vx (q(x,z) ~ Fzr(y, z))
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Substitution eines Termes f ur eine Variable

Mit F[s/ x] bezeichnen wir das Resultat der Substitution aller freien
Auftreten von x in F durch den Term s. F[s/ x] sei durch strukturelle
Induktion mber den Aufbau von F wie folgt de niert:

x[s/x]= s
xO[s/x] = x": fallsx’& x
f(st,:::,sn)[s/ x] = f(si[s/x],:::,sal[s/X])
?2[s/Ix]= 7
>[s/x]= >
p(st, it s)ls/x] = p(sals/x], 21, snls/X])
(u  v)[s/x]=(u[s/x] v[s/x])
c F[s/x] = : (F[s/x])
(F G)[s/x] =(F[s/x] G[s/x]); furalle binaren Junktoren 2f* |, |1 [$g
(QxF)[s/ x] = QxF
(QyF)[s/ x] = Qz((F[z/y])[s/ x]) ;falls y 6 X,z neue Variable
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Problematik

Der Grund fur die Umbenennung der gebundenen Variablery in eine neue
Lunbenutzte\ Variable z ist die Vermeidung des Einfangens freier Variablen
in s.

Sollte y in s auftreten, waren sonst diese Auftreten nach erfolgter
Substitution gebunden.
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Beispiel

=(,), mt = ffl/l, g/2,al0g, = fp/l2, /29

(Wx(p(x, g(f (x), y)) * Fz(x  g(y,2))Nlaly,2)/ x]
x(p(x, g(f (x), ylaly,2)/ x] ~ Fz(x  g(y,2))[9(y, 2)/ x]
vx(p(x, g(f(x),y)) ~ Ful((x  9ly,2)lu/zDlg(y, 2)/ x])
vx(p(x, g(f(x), y)) ~ Ful(x gy, udlaly,2)/ x])
Yx(p(x,g(f(x),y)) ~ Fu(g(y,z) g(y,u)

Substitution allgemein

De nition.  Substitutionen sind Abbildungen
X DT (X),
so dass derBereich von , d.h. die Menge
dom( )= fx2 Xj (x)6 xg,

endlich ist. Die Menge der eingefuhrten Variablen, d.h. der Variablen die in einem der
Terme (x), fur x 2 dom( ), auftreten, wird mit codom( ) bezeichnet.

Substitutionen schreiben wir auch als b1/ x1,:::,sa/Xn], Xi pw. verschieden, und
meinen dann die Abbildung

(
s, fallsy = x
[s1/ %1, 130, sl Xnl(y) = Yo
sonst

Ab jetzt schreiben wir fur die Applikation (x) von Substitutionen x .
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Anwendung einer Substitution

~Homomorphe\ Fortsetzung von auf Terme und Formeln:

f(s,::0,8) =f(s1 it )
? =7
> = >
p(st,:it,s) = Pp(st ,iii, % )
(u v) =(u v )
tF =:(F)

(F G) =(F G ); furalle binaren Junktoren
(QxF) = Qz((F[z/x]) ); wobei z ,neue\ Variable

Abeanderung einer Substitution anx zut:

(
_ & fallsy = x
[x ! tli(y) = (), sonst
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Beispiel

=(,), mt = ff/1, g/2, al0g, = fp/l2, /29
(Yx(p(x, g(f(x), y)) ~ Fz(x gy, 2Nla(y. 2)/ x,f(x) 'y, al z]

= Ux(p(x, g(f (x), ymlaly.2)/ x, £ (x)/'y,al z] ~
Jz(x  g(y,2)aly.2)/ x,f(x)/y,a/ Z]

= Vu(p(u, g(f(u), f(x))) ~ Iv(((x aly,2)lv/zDlg(y. 2)/ x,f(x)y, & z])
Vu(p(u, g(f(u), F())) ~ 3Av((x  gly, v)laly,2) x, T (x)/ 'y, al z])
vu(p(u, g(f(u), F(x))) ~ 3v(aly,z) g(f(x), u))
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3.2 Semantik

Semantik

Semantik geben bedeutet #ir logische Systeme, einen Begri von Wahrheit
fur Formeln zu de nieren. Das hier fur die Pradikatenlogik zu de nierende
Konzept geht auf Tarski zureck.

In der klassischen Logik(zuruckgehend auf Aristoteles) gibt es, nun die
zwei Wahrheitswerte ,wahi und , falsch\, die wir mit 1 und 0 bezeichnen.
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Strukturen Wert eines Terms in A bzgl.

De nition. Durch strukturelle Induktion de nieren wir:
Eine -Struktur (bzw. -Interpretation bzw. -Modell) ist ein Tripel A()X) = (X)), X2 X
A=(U, (fa U1 Udgjnz o (PA UMpm2 ) ACXF(siinis)) = fa(AC s, tin, AC )(sn)), f/n2

wobei U 6 ; eine Menge, genanntUniversum von A.

Oft identi zieren wir U mit A, wenn die Interpretation der Funktions- und
Pradikatensymbole eindeutig aus dem Kontext hervorgeht.

Mit -Str bezeichnen wir die Menge aller -Strukturen.
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Valuationen Wert eines Terms in A bzgl.

Variablen fur sich haben keine Bedeutung. Hierfir mussen Wertebelegungen Wert eines Terms in A bzgl. , A( )(t):
(Valuationen) explizit oder implizit aus dem Kontext zur Ve rfagung stehen. Fallst = x 2 X: A( )(t)= ()

Fallst = c eine Konstante: A( )(t) = ca

De nition. Fallst = f(ty, 120, tn):
Unter einer (Variablen-) Belegung oder einer Valuation (wber einer AC ()= fa(AC )(te), 120, AC )(tn)
-Struktur  A) versteht man eine Abbildung
Beispiel: =( f+/2,0/0 g,f ,9)
X1 U N =(N,fOy,+n :N N! Ngf n N N, no0
Oy =0 2 N, +N(n1,n1): ni+n;2N
fx,y,zg! Nmit (x)=5, (y)=10, (2)=3

N()(x+(y+2z))+(z+0)=
=+ (WM @D+ N ((@D)+nOn)=
=(5+(10+3))+(3+0)=21
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Wahrheitswert einer Formel in A bzgl.

Die Menge der Wahrheitswerte seif 0, 1g.

A( ):For !'f 0,1g wird induktiv eiber Aufbau von F wie folgt de niert:

A()?)=0
A()>)=1
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Wahrheitswert einer Formel in A bzgl.

AC)p(st it s)) =1 gdw. (A( )(s1), :i0,A( )(s)) 2 pa
A()s t)=1 gdw. A()(s)= A( )(1)
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Wahrheitswert einer Formel in A bzgl.

A():F)=1 gdw. A( )F)=0
A()F G)= B (A( )F),A( XG)

mit B die zugeordnete Boolesche Funktion
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Wahrheitswert einer Formel in A bzgl.

(

Al )(VxF)=n;2inUfA( X! a)(F)g= falsA( [x 7! a)(F)=1fwrallea2 U

sonst

8
3 1 fallsA( [x 7! a])(F)=1fur mindestens
5 eina2 U

A( )(3IxF) = mazaﬁfA ( [x! a)(F)g=

0 sonst

Fur x 2 X und a2 U bezeichne [x! a]: X ! U die Belegung, mit

8
<

)l ) | a falls x = y

(y) sonst
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Beispiel

Mit

Uv=10,1,2,:::g

On=0 2 Uy

sN:Un! Uy, sa(n)=n+1

+n:UZ1 Uy, +n(n,m)= n+m
NiUZ! Uy, n(,m)=n m
n= \kleiner-gleich” U3

<n= \Kleiner" U2

(x) =1, (y) =3 ergibt sich beispielsweise:

N( )(s(x) + s(0) =
N(C )x+y  s(y) =
NC XV, y(x+y  y+Xx) =
N( )(Vzz ) =
N( )(Vx3y x < y) =

R O FR P W
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Modelle, Gultigkeit, Erf wullbarkeit
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Gultigkeit und Erf ullbarkeit

De nition. F gilt in A unter

A, EFgdwA( )F)=1

De nition. F gilt in A (A ist Modell von F):
Aj= Fgdw. A, FF, furalle :X! U
De nition. F ist (allgemein-) gultig:
E Fgdw. Aj= F, furalle A2 -Str

F heit erfullbar gdw. esA und gibt, soda A, F F.
Sonst heit F unerfullbar.

Folgerung und Aquivalenz

De nition. F impliziert G (oder G folgt aus F), i.Z. F £ G
gdw. fur alle A2 -Str und X I Ua dgilt:
FallsA, E F,soA, F G.

De nition. F und G sind aquivalent
gdw. fur alle A2 -Str und X1 Ua gilt:
A, FE F genau dann, wennA, E G.

|Satz. F impliziert G gdw. (F ! G) ist gultig

|Satz. F und G sind aquivalent gdw. (F $ G) ist gultig.

Erweiterung auf FormelmengenN in naturlicher Weise, z.B.:
N F G gdw.
fur alle A2 -Str und X1 Ua:
fals A, F F,furalleF 2 N,soA, F G.
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Gultigkeit und Unerf wullbarkeit

Nachweis von Qultigkeit (und damit Folgerung oder Aquivalenz) durch
Unerfullbarkeitstest:

F gultig genau dann, wenn: F unerfullbar
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Universelle Quanti zierung

Intuition

VxF entspricht in etwa der (unendlichen) Konjunktion aller Instanzen von F

Beispiel:
Vx (studiertin(x, koblenz) ! schlau(x))
entspricht:

(studiertin(studentl, koblenz) ! schlau(student1))
A (studiertln(student2, koblenz) !  schlau(student?2))

AN

A (studiertln (koblenz, koblenz) !  schlau(koblenz))
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Universelle Quanti zierung

Faustregel

I ist der logische (Top-level-)Operator mit V¥

Heau ger Fehler

Verwendung von” mit V

Beispiel
\Alle, die in Koblenz studieren, sind schlau"
Richtig:  Vx(studiertin(x, koblenz) ! schlau(x))
Falsch: Vx(studiertln(x, koblenz) ~ schlau(x))
\Alle studieren in Koblenz und sind schlau”, d.h.

\Alle studieren in Koblenz und alle sind schlau"
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Existenzielle Quanti zierung

Intuition.

3xF entspricht in etwa der (unendlichen) Disjunktion aller Instanzen von F.

Beispiel:
Ix(studiertin(x, landau) ~ schlau(x))
entspricht

(studiertin(studentl, landau) ~ schlau(student1))
(studiertin(student2, landau) ~ schlau(student2))

(studiertin(landau, landau) ~ schlau(landau))
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Universelle Quanti zierung

Faustregel

A ist der logische (Top-level-)Operator mit 3

Heau ger Fehler

Verwendung von! mit 3

Beispiel

\Es gibt jemand, der in Landau studiert und schlau ist"
Richtig:  3x(studiertin(x, landau) * schlau(x))

Falsch: 3x(studiertin(x, landau) ! schlau(x))

\Es gibt jemanden, der, falls er/sie in Landau studiert, schlau ist"
Trivial wahr, wenn es irgendjemanden gibt, der nicht in Landau studiert
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Eigenschaften von Quantoren

Quantoren gleicher Art kommutieren
VxVy ist das gleiche wieVyVx
dx3y ist das gleiche wiedy3x

Sei =(, ) eine Signatur. F  wr alle -Formeln F gilt:
2) VxVy F VyVxF

2) IxAy F  Jy3IAx F
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Eigenschaften von Quantoren

Verschiedene Quantoren kommutieren NICHT

Beispiel:
Vx3y Mutter (y, x)
Jeder hat eine Mutter (richtig)

JyVx Mutter (y, x)

Es gibt eine Person, die die Mutter von jedem ist (falsch)

Sei =(, ) eine Signatur. F  wr alle -Formeln F gilt:
AxVy F F Vy3ax F

Es gibt eine Signatur = (,, ) und eine Formel F mit:
Vx3Iy F 6 IyVx F
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Eigenschaften von Quantoren

Dualit at der Quantoren
VX... ist das gleiche wie: 3x: ...

3x... ist das gleiche wie: Vx: ...

Beispiel:
Vx mag(x, eiskrem) ist das gleiche wie: 3Ix : mag(x, eiskrem)

Ix mag(x, broccoli) ist das gleiche wie: ¥x: mag(x, broccoli)

Sei =(, ) eine Signatur. F  wr alle -Formeln F gilt:
(2) VxF : 3Ix: F

(2) IxF : VWx:F
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Eigenschaften von Quantoren

V distributiert wuber »

Vx(... M ...) ist das gleiche wie (¥x...) * (VX...)

Beispiel
Vx (studiert(x) ~ arbeitet(x)) ist das gleiche wie

(Vx studiert(x)) * (Vx arbeitet(x))

Sei =(, ) eine Signatur. F  wr alle -Formeln F, G gilt:

VXx(F ™ G) VxF”" WxG
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Eigenschaften von Quantoren

3 distributiert wber _

3x(... _ ...) ist das gleiche wie @x...) _ (3x...)

Beispiel
3Ix (eiskrem(x) _ broccoli(x)) ist das gleiche wie

(Ix eiskrem(x)) _ (Ix broccoli(x))

Sei =(, ) eine Signatur. F  wr alle -Formeln F, G gilt:

Ix(F_G) (AxF)_(IxG)
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Eigenschaften von Quantoren

V distributiert NICHT wber
VX(... _ ...) ist NICHT das gleiche wie (¥x...) _ (VX...)

Beispiel
Vx (eiskrem(x) _ broccoli(x)) ist NICHT das gleiche wie
(¥x eiskrem(x)) _ (V¥x broccoli(x))

Vx (gerade(x) _ ungerade(x)) ist NICHT das gleiche wie
(¥x gerade(x)) _ (Vx ungerade(x))

Es gibt eine Signatur = (, ) und -Formein F,G mit

Vx(F _ G) 6 VxF _ VxG
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Eigenschaften von Quantoren

3 distributiert NICHT wuber »
3Ax(... ~ ...) ist NICHT das gleiche wie (3Ix...) * (3x...)

Beispiel

3x (gerade(x) * ungerade(x)) ist NICHT das gleiche wie
(Ix gerade(x)) ~ (Ix ungerade(x))

Es gibt eine Signatur =(, ) und -Formeln F,G mit:

Ix(F ~ G) 6 IxF ~ IxG
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Eigenschaften von Quantoren

Quantoren gleicher Art kommutieren

(sei = (,) eine Signatur. F  wr alle -Formeln F gilt:
(2) VxVy F  VyVxF

2) IxAy F  Jy3IAx F

Verschiedene Quantoren kommutieren NICHT

[ Sei =(, ) eine Signatur. F  wr alle -Formeln F gilt:
IxVy F E Vy3axF

Es gibt eine Signatur = (, ) und eine Formel F mit:
Vx3y F 6 AyVx F

Dualit at der Quantoren

Sei =(, ) eine Signatur. F  wr alle -Formeln F gilt:
Q) VxF : 3Ix: F
2) IxF : Wx:F

Eigenschaften von Quantoren

V distributiert wuber »

Sei =(, ) eine Signatur. F  wr alle -Formeln F, G gilt:
VX(F " G) VXF " VxG

3 distributiert wber _

Sei =(, ) eine Signatur. F  wr alle -Formeln F, G gilt:
Ix(F_G) (3IAxF)_ (IxG)

V distributiert NICHT wber _

Es gibt eine Signatur =(, ) und -Formeln F,G mit
Vx(F _ G) 6 WxF _ VxG

3 distributiert NICHT  wber

Es gibt eine Signatur =(, ) und -Formeln F,G mit
Ax(F ~ G) 6 IxF ~ IXG
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Beispiele: Familienverhaltnisse

\Br uder sind Geschwister"
VxVy(bruder(x,y) ! geschwister(x,y))

\bruder" ist symmetrisch
VxVy (bruder(x,y) ! bruder(y, x))

\Ein Cousin ersten Grades ist das Kind eines Geschwisters reés
Elternteils"

VxVy(cousinl(x,y) ! 3Ip3ps(elternteil (p, x) * geschwisterps, p) »
elternteil (ps, y)))

De nition f ur \Bruder, der nicht nur Halbbruder ist"
vxVybruder(x,y) $ (:(x y)*
Im3av(: (m = v)*
elternteil (m, x) ~ elternteil (v, x)
elternteil (m, y) ~ elternteil (v, y)))

Strukturelle Induktion

Sei p(F) eine Eigenschaft der Formeln in Padikatenlogik
Behauptung: Fur alle Formeln F, p(F) gilt
Beweis durch Strukturelle Induktion:

Induktionsbasis: Zu zeigen:
p(F) gilt fur F 2> ,?g und fur alle atomaren Formeln.

Induktionsvoraussetzung: SeiF eine Formel (nicht atomar oder > oder ?).
Annahme: p(G) gilt f ur alle Teilformeln G von F (mit G 6 F)
Induktionsschritt:  Zu zeigen: p(F) gilt:

Fall F=:G Fall2 F=Gi_G
Fall3 F=Gi1" G Fall4 F=G! G
Fal5 F=G1$ G Fall6 F = V¥xG

Fall 7 F = 3axG
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Strukturelle Induktion

Seip(t) eine Eigenschaft der Terme in Pmdikatenlogik
Behauptung: Fur alle Terme t, p(t) gilt
Beweis durch Strukturelle Induktion:

Induktionsbasis: Zu zeigen:
p(t) gilt furt 2 X und fur alle Konstanten.

Induktionsvoraussetzung: Seit ein Term (nicht Variable oder Konstante).
Annahme: p(s) gilt f ur alle Teilterme s vont (mit s6 t)
Induktionsschritt:  Zu zeigen: p(t) gilt:

Fallunterschied wber allef 2 mit t = f(tg,:::,tn).

Substitutionen und Valuationen

Theorem (Substitutionslemma)
Fur alle -Strukturen A, Wertebelegungen , -Formeln F,
Variablen x und Terme t gilt:

A, F F[t/x] gdw. A, [x!A ()X]FF

Beweis: Strukturelle Induktion

Wir benutzen folgendes Lemma:

Lemma: Fur alle -Strukturen A, Wertebelegungen
Variable x und Terme tj,t:

AC)GIUX]) = AC X EA - (C)OD()
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Substitutionen und Valuationen

Theorem (Substitutionslemma)
Fur alle -Strukturen A, Wertebelegungen , -Formeln F,
Variablen x und Terme t gilt:

A, E F[t/x] gdw. A, x!'A ( )OIEF

Beweis: Strukturelle Induktion
1. Induktionsbasis: Zu zeigen: Die Eigenschaft gilt fur >, ? und alle atomaren Formein.
Fall 1: F = > Dann F[t/x] = >;
ACXFI/XD=A()(>)=1= A( [XXA ( )OD(>)=A( XA ( )(D(F)
Fall 2: F = ? DannF[t/x]= ?;
AC)FI/XD=A( )(?)=0= A( [XXA ( XOD(?)=A( XA ( )(D(F).
Fall 3: F = p(ty,:::,ty) mit p/n2 .Dann F[t/x]= p(ta[t/x],:::, ta[t/ x]).
A (ORIt XD= A )(p(talt!/ x], .., talt/ X])=11 (- A ( )(ta[t/X]), ... AC ) (talt/X]))2 pa

AC XA (C)OD(P(ta, o ta))=1i ¢ AC XA )(OD(t), . AC [XIA - ()(1)]D(tn))2 pa
Lemma: A ( )(ti[t/x]) = A( [xX!A ( )(t)])(t;). Aquivalenz folgt daraus.
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Substitutionen und Valuationen

Theorem (Substitutionslemma)
Fur alle -Strukturen A, Wertebelegungen , -Formeln F,
Variablen x und Terme t gilt:

A, EF[t/x] gdw. A, [x'A ()OIEF

Beweis: ctd.
2. Induktionsvoraussetzung: SeiF eine Formel (nicht atomar oder > oder ? ).
Annahme: p(G) gilt f ur alle Teilformeln G von F (mit G 6 F)
3. Induktionsschritt:  Zu zeigen: p(F) gilt:
Fall 1: F =: G.Dann F[t/x] = : (G[t/Xx]).
A(C)FIt/x)= AC)C: (Gt/x)=21i A( )G[t/x])=01i (Ind.Voraus.)
AC XA ()D(G)=0i A( [x!A ()ED(: G)=1i A( XA ( )HD(F)=1
Fall 2-5: F = GopGy, op2f_ ,~,! ,$ . Dann F[t/x] = Gt/ x]opGy[t/ x].
A )FIt/XD)= A( )Gult/ x]opGo[t/ x])= A ( )(Ge[t/ x])opg A ( )(Ge[t/x])= (I.V.)

AC DA C)D(GIopg A [XIA - ()D(G)=A( XA () Fi?ngf)'
F
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Substitutionen und Valuationen

Theorem (Substitutionslemma)
Fur alle -Strukturen A, Wertebelegungen , -Formeln F,
Variablen x und Terme t gilt:

A, EFIt/x] gdw. A, [x!A ()O]EF

Fall 6: F = VyG.

Fall 6.1: y = x. Dann F[t/x] = VxG[t/x] = VxG.
A( )F[t/xD=A( )(¥YxG)=minfA ( [x 7! a])(G)ja2 Uag
A XA ()D(YXG)=min fA ( [x!A ( }DIx! a)(G) j a2 Uag =
minfA ( [x 7! a)(G)ja2 Uag.

Fall 6.2: y 6 x, t enthalt nicht y. Dann F[t/x] = VyG[t/x] = Vy(G[t/x]).
A()(F[t/xD=A( )(Vy(G[t/x])=min fA ( [y! a])(G[t/x])ja2 Ua g = (Ind.Vor.)
minfA ( [y! ax!A ( [y! a)(t))(G)ja2Ua g=

minfA ( [y! a,x!IA ( )(t)])(G)ja2Ua g (y kommt in t nicht vor)
AC XA ()D(YYG)==min fA ( [x!A ( )(DIy! a)(G)ja2Ua g=
minfA ( [y 7! a,x!A  ( )()])(G) = ja2Ua g.
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Substitutionen und Valuationen

Theorem (Substitutionslemma)
Fur alle -Strukturen A, Wertebelegungen , -Formeln F,
Variablen x und Terme t gilt:

A, F F[t/x] gdw. A, [x!A ( ))]FF

Fall 6: F = VyG.
Fall 6.3: y 6 x, t enthalt y. Dann F[t/x] = Vy°G[y% y][t/x].
A()(FIt/xD)= A )Yy (Gly% ylIt/ x])=

=min fA ( [y a)(G[y% yl[t/x])ja2Ua g = (Ind.Vor.)
=minfA ( [y axIA ( [y% a)(t)(G[y®y])ja2 Ua g= (Ind.Vor.)

=minfA ( [y% ax!A ( [y% a)(t),y! a)(G)ja2Uag =
[Rem:A( [y ax!A ( [y a)(t)(y® = a

=minfA ( [x)A ( )(t),y! a])(G)ja2Ua g (y° kommt in t u. G nicht

A( XA (O )(OD(VYYG)=min fA ( [xX!A ( )(Iy! a(G)ja2Ua g=
=minfA ( [y 7! a,xIA ( )(1)])(G)ja2 Ua g.
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Substitutionen und Valuationen

Theorem (Substitutionslemma)
Fur alle -Strukturen A, Wertebelegungen , -Formein F,
Variablen x und Terme t gilt:

A, E F[t/x] gdw. A, Xx!A ( )OIEF

Fall 7: F = 3yG.
Ahnlich zu Fall 6.
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Substitutionen und Valuationen

Theorem (Substitutionslemma)
Fur alle -Strukturen A, Wertebelegungen , -Formeln F, Variablen x
und Terme t gilt:

A, E F[t/x] gdw. A, [XIA (Y]IEFF

Allgemeiner gilt fur beliebige Substitutionen

Theorem.
A, FF gdw A, F F,

wobei : X I'A die Wertebelegung mit (xX) = A( )x ), fur
alle Variablen x.
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Substitutionen und Valuationen

Theorem (Substitutionslemma)
Fur alle -Strukturen A, Wertebelegungen , -Formeln F, Variablen x
und Terme t gilt:

A, E F[t/x] gdw. A, [XIA ()] EF

Allgemeiner gilt fur beliebige Substitutionen :

Theorem.
A, EFF gdw A, B F,
wobei : X A die Wertebelegung mit (xX)= A( )(x ), fur
alle Variablen x.
Beweis: =[t1/Xqg,:::th/ Xn]
Induktion nach Anzahl n von Variablen in dom( )= fxi,:::,Xng
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Umbenennung von Variablen

Lemma
Fur alle -Formeln F, Variablen x gilt:
VxF VzF[z/X]

wobei z eine neue Variable ist.
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2.3 Algorithmische Probleme

Algorithmische Probleme

Gultigkeit( F):
FF?

Erfullbarkeit( F):
F erfullbar?

Modelltest(F,A):
AE F?

( fest)

( fest)

( fest)
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Ausblick: Kalk ule, Entscheidbarkeit

Kalk ule

Es gibt korrekte und vollstandige Kalkule fur Pradikatenlogik (z.B.
Resolution)
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Ausblick: Kalk ule, Entscheidbarkeit

Kalk ule

Es gibt korrekte und vollstandige Kalkule fur Pradikatenlogik (z.B.
Resolution)

Aber diese Kalkele kennen die Erfillbarkeit von Formeln NICHT entscheiden
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Ausblick: Kalk ule, Entscheidbarkeit

Kalkule

Es gibt korrekte und vollstandige Kalkele fur Pradikatenlogik (z.B.
Resolution)

Aber diese Kalkule konnen die Erllbarkeit von Formeln NICHT entscheiden

Aussagenlogik
Allgemeingeltigkeit, Erf ullbarkeit, Unerfullbarkeit ENTSCHEIDBAR
Pradikatenlogik
Es gibt , so dass Gulltigkeit( F) unentscheidbar.
Menge der allgemeingiltigen Formeln REKURSIV AUFZAHLBAR
Menge der unerkllbaren Formeln REKURSIV AUFZAHLBAR
Menge der erkillbaren Formeln NICHT REKURSIV AUFZAHLBAR
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Rekursiv Aufzehlbar

Informelle De nition. Als rekursiv aufzahlbare Menge

(auch semi-entscheidbare Menge, positiv semi-entscheiddre Menge,
halb-entscheidbare Menge, berechenbar autthlbare Menge, kurz r.e., c.e)

wird in der Berechenbarkeitstheorie eine aufahlbare Menge A (z.B. eine
Teilmenge von N) bezeichnet, wenn es einen Algorithmus gibt, der die
Elemente von A aufzahlt.

Aquivalent ist folgende De nition: es gibt einen Algorithm us, der 1 ausgibt
wenn die Eingabe inA ist, und auf anderen Eingaben 0 ausgibt oder nicht
halt.
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Zusammenfassung: Syntax und Semantik

Pradikatenlogische Signatur

Term, Atom, Formel

Pradikatenlogisches Modell

Auswertung von Formeln in Modellen
Erfullbarkeit, Gultigkeit; Folgerung, Aquivalenz

Eigenschaften von Quantoren (Vertauschbarkeit untereinander und mit

")

Entscheidbarkeit der Erfullbarkeit von Formeln
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Unser Ziel

Kalkule zur systematischenWberprafung von Erfellbarkeit

(fur Formeln und/oder Formelmengen)
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2.4 Normalformen

Normalformen, Skolemisierung,
Herbrandmodelle

Vorteile von Normalformen
Reduktion der logischen Konzepte

einfache Datenstrukturen fur Beweisverfahren

423

424



Negationsnormalform

De nition. Eine Formel F 2 For ist in Negationsnormalform (NNF), falls:
I ,$ kommen in F nicht vor
jedes Negationszeichen irF steht direkt vor einem Atom (insbes. auch
kein :: )
Negationsnormalform
De nition. Eine Formel F 2 For ist in Negationsnormalform (NNF), falls:
I ,$ kommen in F nicht vor
jedes Negationszeichen irF steht direkt vor einem Atom (insbes. auch
kein :: )
Beispiele:
NNF:
P, :P, CP_Q)"(R_(Q": P)
p(x,y) _: q(y)
nicht NNF:
P, 1 (P_Q)

p(x,y) !

a(x)
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Bereinigte Formeln

De nition. Eine Formel F 2 For ist bereinigt, falls:
Keine Variable in F sowohl gebunden als auch frei vorkommt

Keine Variable mehr als einmal inF quanti ziert ist

Bereinigte Formeln

De nition. Eine Formel F 2 For ist bereinigt, falls:
Keine Variable in F sowohl gebunden als auch frei vorkommt
Keine Variable mehr als einmal inF quanti ziert ist
Beispiele:
Bereinigt
P_Q
Vx3y(p(x) _ q(x,y) _ 3z r(x,2))
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Bereinigte Formeln

De nition. Eine Formel F 2 For ist bereinigt, falls:

Keine Variable in F sowohl gebunden als auch frei vorkommt

Keine Variable mehr als einmal inF quanti ziert ist

Beispiele:
Bereinigt

P_Q

vx3y(p(x) _ a(x,y) _ 3z r(x, 2))
Nicht bereinigt

p(x) _ Vx q(x)

(¥xp(x)) _ (¥xq(x))

Pranexe Normalform
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De nition: Pranexe Formelnsind von der Form

Qi1X1::: Qnxn F,

wobei F quantorenfrei, Q; 2 f V,3g. Hierbei heit Qixy:::

Quantorenpra x und F die Matrix der Formel.

Qnxn der
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Pranexe Normalform

De nition: Pranexe Formelnsind von der Form

Q1X1:::Qnxn F,
wobei F quantorenfrei, Q; 2 f V,3g. Hierbei heit Qixi:::QnXn der
Quantorenpra x und F die Matrix der Formel.
Beispiele
In Pranexnormalform
p(x) _ a(x)
vx3y (p(x) _ a(y))

Nicht in Pranexnormalform

(Vxp(x)) _ 3y a(y))

431

Pranexe Normalform

Theorem. Zu jeder Formel F 2 For gibt es eine aquivalente Formel in
Pranexnormalform

Konstruktiver Beweis
Formel bereinigen

Formel in NNF transformieren (Negationszeichen nach innei
{:VF =ZF
{ aussagenlogische Umformungen

Alle Quantoren nach vorne (Reihenfolge unveandert lassen)
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Beispiel

F=(wx((p(x) _alx,y)) ~ 3zr(x,y,2))) ! ((p(2) " a(x,2)) * Vzr(z,X,Y))

1. Bereinigung

FooFp = (OO ax® y)» 3201 (<0, y, 2001 (p(@)" atx, 2)~ v2%0r (2%, x, y))

2. NNF
F1 o (xOpx0) _ ax0y) A 3201 (x0y, 2%) _ (p@) * a(x.2) & vz90r(z%0 x, y) tYo=
0 ((p(x0) _ a(xCy) » 320r(x0,y, 20) _ (@)~ atx.2)) » v2%0r (2%, x,y)) (DeMorgan)
0¢ (0 _ @y _: 320rx0y.20) _ (p@ ~ atx.z) & v2%0r(z%0,x,y))  (De Morgan)
3O peO ~: qxy) _ w20 r(x0y, 2% | ((p@) ~ ax,2) & vz xy) 13w
= Fo

3. Alle Quantoren nach vorne 7! Pranexnormalform

Fa lHXOVzOVzOO«: PO~ qey) e r(rxo,y,zo)) _ (P2 " alx,2) A r(z°°,x,y)g

Pranexnormalform von F
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Pranexe Normalform
Theorem. Zu jeder Formel F 2 For gibt es eine aquivalente Formel in
Pranexnormalform
Direkter Beweis: Strukturelle Induktion
Induktionsbasis: > ,? und jede atomare FormelF = q(tq,::: ,tp) sind in Pranexnormalform, d.h. sind aquivalent zu
einer Formel in Pranexnormalform.
Sei F eine Formel, die nicht> ,? und nicht atomar ist.
Induktionsvoraussetzung (1.V.): Jede Teilformel G von F (G 6 F) ist aquivalent zu einer Formel in Pmnexnormalform.
Induktionsschritt:  Zu zeigen: F aquivalent zu einer Formel in Pmnexnormalform.
1.V. o0 = _ 0 o _
Fall:F=:G T (Q1x1::: QnxnGY) Q1X1::: Qnpxn: GY (wobei V= 3,3 = V).
1.V, -
Fall2: F = G * Gy (Qqxq ::: annG](?) n (Q:?yl 888 Qr%ymGg) (Bereinigung)
(le(f HH angGlo[xiO/ X~ (Q%yl0 888 Qr?]y,% Gg[yiol ¥il) (Quantoren nach vorne)
le? H angngf H Qr?]yr?](Gf[xiol x]n Gg[yiol yi]) (Pr anexnormalform)
Fall 3,4,5: F = GyopGy (op 2f_ ,! ,$g ) analog
Fall 6: F = VxG V. Wx(Qqxq 1t QnxnGY%) (Prenexnormalform)
Fall 6: F = 3xG analog
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Pranexe Normalform

Theorem. Zu jeder Formel F 2 For gibt es eine aquivalente Formel in
Pranexnormalform

Konstruktiver Beweis
Formel bereinigen

Formel in NNF transformieren (Negationszeichen nach innei
{:VF 3I:F
{ aussagenlogische Umformungen

Alle Quantoren nach vorne (Reihenfolge unveandert lassen)

Pranexe Normalform

Aquivalenzbeweis

Folgt aus:
VF 3 F
:3dF V. F

Aussagenlogische Umformungen zur Berechnung der NNFAquivalenzer-
haltend

Falls x nicht in G vorkommt:
(VXF)~» G VWx(F " G)
(VxF) _G VWx(F_G)
(AxF)~ G Ix(F " G)
(IxF)_G 3Ix(F_G)
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Pranexe Normalform

Alternatives Verfahren (ohne Bereinigung, ohne NNF)

Herstellung von pranexer Normalform durch) p:

(F$ G) )Yp (F! G)M(G! F)
TQxF ) p Qx:F Q)
(QxF G) ) p Qy(Fly/x] G), yneu 2, g
(QxF! G) ) p Qy(Fly/x]! G), y neu
(F QxG) ) ep Qy(F Gly/x]), yneu 2 ,_,lg

Hierbei ist Q der zu Q duale Quantor, d.h. V= 3 und 3 = V.
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Beispiel

Fi=(wx((p(x) _alx,y)) ~ 3zr(x,y,2))) ! ((p(2) " a(x,2)) * Vzr(z,X,Y))
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Beispiel

F = (vx((p(x) _ a(x,y)) * 3zr(x,y,2))) !

) P

((p(2) " a(x,2)) * Vzr(z,x,Y))

IXO((p(x%) _a(x%y) ~ Fzr(x%y,2)) I ((P(2) » a(x,2)) * Vz1(z,X,Y))

Beispiel
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F = (vx((p(x) _ a(x,y)) * 3zr(x,y,2))) !

)
) P

((p(2) " a(x,2)) ~ Vzr(z,x,Y))

IX(p(x%) _ q(x%y) ~ Fzr(x%y,2)) ! ((p(2) * a(x,2)) ~ Vzr(z,X,Y))

IxO3z2%(p(x%) _ a(x®y)) " r(x%y,z%) !

((p(2) * a(x,2)) * Vzr1(z,X,Y))
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Beispiel

Fo=(vx((p(x) _alx,y)) * 3zr(x,y,2))) ! ((p(2) " a(x, 2)) * Vzr(z,X,Y))

) P
) P
)

P

IA(p(x%) _ a(x%y) ~ 3zr(x%y,2)) ! ((P(2) * a(x,2)) * Vzr(z,X,Y))
IxO3z%(p(x%) _ a(x%y) ~ r(x%y,z0) ! ((p(2) ~ a(x,2)) * Vz1(z,x,Y))
IKOVZO(((p(X%) _ a(x®y) ~ r(x%y.z%) I ((p(2) * a(x,2)) ~ Vzr(z,X,Y)
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Beispiel

Fo=(wx((p(x) _alx,y)) * 3zr(x,y,2))) ! ((p(2) " a(x,2)) * Vzr(z,X,Y))

) P
) P
) P
) P

IA(p(x%) _ a(x%y) ~ 3zr(x%y,2)) ! ((P(2) * a(x,2)) * Vzr(z,X,Y))
IxO3z%(p(x%) _ a(x%y) ~ r(x%y,z0) ! ((p(2) ~ a(x,2)) * Yz1(z,x,Y))
IxOVZo((p(x%) _ a(x%y) A r(x%y.z%) ! (p(2) * a(x,2)) ~ Vzr(z,X,Y))
IxOVZO((p(x%) _a(x%y) A r(x%y,z9) ! vz°(p(2) ~ q(x,2)) ~ r(z%x,y
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Beispiel

F=(vx((p(x) _alx,y)) * 3zr(x,y,2)) ! ((p(2) "~ a(x,2)) * Vzr(z,X,Y))

IXA(p(x%) _ a(x%y) ~ Fzr(x%y,2)) ! ((P(2) * a(x,2) * Vzr(z,X,Y))

) P

) P IXEZ%(P(x%) _ a(x%y)) " r(x%y,29)) 1 ((p(2) ~ a(x,2))  Vzr(z,X,Y))
) p IXOVZO((p(x%) _a(xOy)) A r(x%y,z9) 1 ((p(2) * a(x,2)) ~ Yz r(z,X,Y))
) P IXOVZO((p(x) _a(x%y) A r(xCy.29) 1 Vz¥{(p(2)  a(x,2)) A r(z%x,y
) b IXOVZOVZOY(P(x%) _ a(x%y) A r(x%y,z%0) | (P(2) " a(x,2)) " r(z%x,)
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Skolemnormalform

De nition. Eine Formel F 2 For ist in Skolemnormalform (SNF), falls:
F ist in Pranexnormalform

F enthalt nur universelle Quantoren

Beispiele:

In Skolemnormalform
vxVy(p(x) _ a(y))

Nicht in Skolemnormalform
Vxp(x) _ Yy q(y)
Vx3y (p(x) _ a(y))
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Skolemisierung

Skolemisierung: Transformation ) g:

WXy, i, %AYF ) s WXg, i XeF[F(Xa, i, xn) Y]

wobei f/ n ein neues Funktionssymbol Ekolemfunktion).

Skolemisierung

Beispiel

Gegeben:

vw(3x(p(w, x) _ vy (a(w, x,y) * 3zr(y, 2))))
Pranexnormalform:

vYwaxVy3z((p(w,x) _ (a(w,x,y) " r(y,2)))
Skolemisierung:

YwVy((p(w, sk(w)) _ (q(w, sk(w), y) * r(y,g(w,y))))
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Skolemisierung

Zusammen:

F)e & ) s &

pranexe Form pranex, kein3

(Theorem:
SeienF, G und H wie oben angenommen. Dann:

(1) F und G sind aquivalent.
(2) G erfullbar gdw. H erfullbar

(bzgl. -Str) (bzgl.  O-Str)
wobei 9=( [ SKF,), wenn =(,).

Klauselnormalform (konjunktive Normalform)

Transformationsregeln ) g

1) (F$ G) )k (F! G)~(G! F)
@ (F1' 6 )k (F_0G)

3) (F_G) )k (GF~: Q)

(4) (FAG) )k (GF_:Q)

(5) © F )k F

® (F*G)_H )« (F_H)"(G_H)
] (F*>) )« F

® (F*?) )k ?

C) (F_>) )« >

(10) (F_?) )« F

Die ersten 5 Regeln, zusammen mit Regel:(Q), stellen die Negationsnormalform

(NNF) her.
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Gesamtbild

F ) p Quyi:::Quyn G (G quantorenfrei)

) s VX1,::: ,Xm H (H quantorenfrei)
Nk nj
) K |Vxl.'z::,x Ljj
— VT =1 =1
weglassen 1-{2-}
Klauseln c;
| {z }
FO

N = fCq,:::,Ckg heit Klausel(normal)form (KNF) von F.

Merke: Die Variablen in Klauseln sind implizit allquanti ziert.

Falls F freie Variablen enthalt, werden diese Variablen mit Konstanten ersetzt
(F(x) erfullbar gdw. 3xF(x) erfullbar)

Theorem: F ist erfullbar, gdw. F° erfullbar, gdw. N erfullbar.

Viel Optimierungspotential vorhanden, wenn nur Erkllbarkeit bewahrt werden mu

und kann: Gre enexplosion, kleine Stelligkeit von Skolemfunktionen.

Beispiel

F o 3z((vx(p(z,x))) ! (vy(a(z,y) * (3xr(y,x)))

Pranexnormalform:

F 3z((Vx(p(z, X)) ! (Yy(a(z,y)» @x°r(y,x%)))  (Bereinigung)
3z((: ¥xp(z,x)) _ (Vy(a(z,y) » @x°r(y, x)))
3z((3x: p(z,x)) _ (vy(a(z,y) * (3x°r(y,x)))) (NNF)
3z3axvy3x°(: p(z,x) _ (a(z.y) * r(y,x%))

Skolemisierung z 7! skp; x 7! sky; x° 71 sks(y)

) s VY(: p(ski, sko) _ (a(sks, y) ~ r(y, sks(y))))
(Erfullbarkeitsaquivalente Formel in Skolemnormalform)
Klauselnormalform:

)k VY((: p(ske, skz) _ a(ski, y)) » (0 p(ske, sk2) _ r(y, ska(y))))
Klauselmenge:N = ff:  p(ski, sk2), a(ski,y)g,f: p(ski, sk2), r(y, sks(y))gg

(Pr anexnormalform)
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2.5 Herbrand-Interpretationen

Herbrand-Interpretationen

Ab jetzt betrachten wir, falls nichts Anderes angegeben, immer nur PL ohne Gleichheit

enthalte immer mindestens ein Konstantensymbol.
De nition. Herbrand-Interpretationen (uber ) sind -Strukturen A mit:
1. Up =T Menge der Grundterme d.h. variablenfreien Terme uber

2. fa i(s1,:ii,8) 7Y f(s1,ii %), fIn2

fa(d,:::,4)=

4 Lo 4
d.h. vorgegeben sind Terme als Daten und Funktionen alsTermkonstruktoren.

Variabel sind nur die Interpretationen der Pmdikatensymbole

Pa Tm, pm2

451

452



Herbrand-Interpretationen als Mengen von
Grundatomen

Satz.
Jede Menge von Grundatomen| identiziert genau eine Herbrand-
Interpretation A durch

(s1,:::,%1) 2 pa genau dann, wennp(sz,:::,Sn) 2 |

Im folgenden werden wir daher nicht zwischen Herbrand-Intepretationen
(uber ) und Mengen von -Grundatomen unterscheiden.

Herbrand-Interpretationen als Mengen von
Grundatomen

Beispiel:
pres = (f0/0, s/1,+/2 g, f< /2, /2Q)

N als Herbrand-Interpretation eber preg
I=f 0 0,0 s(0), 0 s(s(0), :::,
0+0 0, 0+0 s(0), :::,
111, (s(0)+0)+ s(0)  s(0) +(s(0) + s(0)

s(0)+0 < s(0)+0+0+ s(0)
g
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Existenz von Herbrand-Modellen

De nition. Eine Herbrand-Interpretation | heit Herbrand-Modell von F,

falls | F F.

(Theorem [Herbrand] SeiN eine Menge von -Klauseln.
N erfullbar g.d.w. N hat Herbrand-Modell (uber )
g.dw. G (N) hat Herbrand-Modell (wuber )
wobei

G (N)= fC Grundklauselji C2 N, :X! T g

\die Menge derGrundinstanzenvon N ist.

[Beweis smter im Zusammenhang mit dem Vollstandigkeitsbeweis #ir

Resolution.]

Beispiel fur G

Bzgl. pres erhalt man fur

C=(x<y)_(y s(x)
folgende Grundinstanzen:
(0<0)_(0 s(0)
(s(0) < 0) _ (0 s(s(0)))

'('s.(0)+ s(0) < s(0)+0) _ (s(0)+0 s(s(0) + s(0)))
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2.6 Pradikatenlogische Resolution Wiederholung: Resolutionskalk ul
(Mengennotation)

Resolutionsregel:
Cl[f Ag f: Ag[ D
C[D

C [ D: Resolvente
A: resolviertes Atom
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Wiederholung: Aussagenlogische Resolution Beispielrefutation (Mengennotation)
Aussagenlogische Klauseln entsprechen Grundklauseln urumgekehrt. 1. f P((a), :P(f(a), Q(b)g (gegeben)
2. fP(f(a)), Q(b)g (gegeben)
3. f: P(g(b,a), :Q(b)g (gegeben)
4. fP(g(b,a)g (gegeben)
5. f: P(f(a), Q(b)g (Res. 2.in 1))
6. fQ(b)g (Res. 2.in5))
7. f P(g(b,a)g (Res. 6. in 3.)
8. 2 (Res. 4.in9.)
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Wiederholung: Resolutionskalk ul
(Klauselnotation)

Resolutionsregel:
C_A :A_D

C_ D
C _ D: Resolvente
A: resolviertes Atom

Faktorisieren:

.+ \ wird in Klauseln als assoziativ und kommutativ aufgefa t.
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Beispielrefutation (Klauselnotation)

1. :P((f(a)_: P(f(a) _Q(b) (gegeben)
2. P(f(a) _Q(b) (gegeben)
3. 1 P(g(b,a) _: Q(b) (gegeben)
4. P(9(b,a) (gegeben)
5. :P(f(a) _Q(b)_Q(b) (Res. 2.in 1.)
6. :P(f(a) _Q(b) (Fakt. 5.)
7. Q(b) _ Q(b) (Res. 2.in 6.)
8. Q(b) (Fakt. 7.)
9. P(g(b,a) (Res. 8. in 3.)
10. 2 (Res. 4.in 9.)
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Wiederholung: Korrektheit und Vollst andigkeit

Aussagenlogische Resolution iskorrekt und vollstandig.
Mengennotation: Resolutionsregel

Klauselnotation: Resolutionsregel + Faktorisieren
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Pradikatenlogische Resolution: Idee

Grundidee

Vor Resolutionsschritt durch geeignete Substitution komplementares Paar
von Literalen erzeugen

M eglichkeit f ur Resolutionsregel

Ci[f Lg Co[f: L%
Ci [ C

wobei

die Elternklauseln keine Variablen gemeinsam haben (bereigt)
7! ggf. umbenennen

L= (L9

Nachteil: Viel zu viele Substitutionen mit (L)= (19
Idee: Wahle die \allgemeinste” Substitution, mit (L) = (19
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Uni kation

SeiE = fs; = t1,:::,5 = thg (S,tj Terme oder Atome) eine Menge von
Gleichheitsproblemen

De nition: Eine Substitution heit ein Unikator von E g.d.w.
Vi i n:s =t

Existiert ein Uni kator, so heit E uni zierbar .

De nition: heit allgemeinerals
:;, es gibt Subst%: %=

wobei ( %W(x) :=( x )%die Komposition von und %als Abbildungen?2

2|st wohlde niert, weil %einen endlichen Bereich hat.
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Ein paar simple Fakten
Jeder Term ist mit sich selbst uni zierbar (mittels id)
Terme der Gestalt f (s1,:::,sn), f(t1,:::,tn) sind uni zierbar g.d.w.
si und tj unizierbar furl i n
Atome der Gestalt p(s1,:::,%n), p(t1,:::,tn) sind uni zierbar g.d.w.
siund tj unizierbarfurl i n
Terme der Gestaltf (sg,:::,%n), 9(t1,:::,tm) sind niemals unifb.
Atome der Gestalt p(s1,:::,%), q(t1,:::,tn) sind niemals unifb.
Eine Variable x und ein Term t, der x nicht enthalt, sind immer unifb.
(mittels [t/ x])
Eine Variable x und ein Term t 6 X, der x enthalt, sind niemals
uni zierbar
466

Uni kation nach Martelli/Montanari

@) t=t,E ) uwu E
(2) f(s1,:::,8) = f(tg,:::,th),E ) mm  S1=t1,::0,8n =ty E
(3) f:)=9C)E ) wm ?

4) Xx=t,E ) wm X=t E[t/X]
falls x 2 var(E), x 62var(t)

(5) X=t,E ) mu ?
falls x 6 t,x 2 var(t)

(6) t=Xx,E )MM X=1t,E
falls t 62X
Beispiel 1

ff(g(a x), g(y, b)) = f(x,g(v,w)), f(x,g(v,w)) = f(g(x,a), g(v,b)g

(@)

467

) mv - fg(ax) = x,g(y,b) = g(v,w),x = g(x,a),g(v,w) = g(v,b)g

55) Mvm - ?

nicht uni zierbar

468



Beispiel 2

ff(g(a x), g(y, b)) = g(x,g(v,w)), f(x,g(v,w)) = f(g(x,a), g(v,b)g

53) MM

?

nicht uni zierbar
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Beispiel 3

ff(g(a x), g(y,b)) = f(z,g(v,w)), f(z,g(v,w)) = f(g(x,a), g(v,b)g

52) MM

MM

MM

)’

) MM
)

) MM

)MM

fg(ax) = z,9(y,b) = g(v,w), z = g(x,a), g(v,w) = g(v,b)g
fz=g(ax),g(y,.b) = g(v.w), g(ax) = g(x,a), g(v,w) = g(v,b)g
fz= g(ax),y=v,b=zw,a=zx,x=av=v,w=bg

fz= g(ax),y=v,bz w,az x,x = aw = hg

fz= g(aa),y=v,b=bazax=aw:= bg

fz=g(aa),y=v,x=aw= hg

Allgemeinster Uni kator:

[o(a,a) z,vly,al x,w/b]
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Uni kation: Haupteigenschaften

De nition. Eine Substitition  heit idempotent, wenn =

Lemma.
ist idempotent gdw. dom( )\ codom( )= ;.

(Theorem.

1. E) mm ? gdw. E nicht un zierbar.

2. E unizierbar gdw. E) mm X1 = U1,::0, Xk = Uk,
mit x; pw. verschieden,x; 62var(u;),1 i,j k.

3. FallsE) mm X1 = Ug, i, Xk = Uy,
mit x; pw. verschieden,x; 62var(u;j) so
=[u1/xq,:::, ux/ xg] ist allgemeinster Uni kator von E.

Uni kation: Haupteigenschaften

Theorem.

E uni zierbar g.d.w. es gibt allgemeinsten Uni kator
(1) idempotent und

(2) dom( ) [ codom( ) var(E).

von E, so dass:

Notation: = mgu( E) (,,most general uni en)

Problem: exponentielles Anwachserder Terme meglich.

Beispiel:
E=1fxg f(xo,%0), X2 f(X1,X1),:::,%Xn f(Xn 1,%Xn 1)0

m.g.u. [x1 7! f(xo, Xo), X2 7! f(f (X0, X0), f (X0, X0)), -]
X; 7! kompletter binarer Baum der Hehe i Zeit/Raum: exponentiell

| Idee: Terme: azyklische Termgraphen
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Beweisideen

FallsE ) mw E° dann Unikator von E gdw. Unikator von E°. (? habe
keinen Uni kator.)

Bzgl. ) wmm irreduzible E sind trivialerweise nicht unizierbar (E = ?)
oder haben die Form einer idempotenten Substitution. In disem Fall ist die
Substitution der allgemeinste Uni kator.

) wmm ist Noethersch. Eine geeignete lexikographische Ordnung @ Gleichungs-
mengen E (mit ? minimal und kleiner als alle Gleichungsmengen) zeigt diese
Man vergleiche in dieser Reihenfolge:

1. Anzahl der de nierten Variablen (d.h. Variablen x in Gleichung x = t mit
X 62var(t)), die auch au erhalb ihrer De nition in E vorkommen

2. Mengenordnung induziert von (i) der Gre e (Anzahl der Symbole) einer
Gleichung; (ii) bei gleicher G® e betrachten wir x = t kleiner alst = x,
falls t 62X.

ist idempotent wegen der Substitution in Regel 4.dom( )  var(E), well
keine neuen Variablen eingedhrt werden.

Pradikatenlogische Resolutionsregel

Pradikatenlogische Resolutionsregel

Ci[f Lg Cx[f: L%
C [ &

wobei

die Elternklauseln keine Variablen gemeinsam haben (bereigt)
7! ggf. umbenennen

ein allgemeinster Uni kator (MGU) von L, L ist.
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Beispiel

fLg[ C1= f[’f?z‘ﬁ'p(x’x)g

fL9[ Cp = f:|£%¥£}g

LO

Allgemeinster Uni kator von L, L%

fp(a,x) = p(y,y)g ) mm fa=y,x
) v fy = ax

Y9
ag

=[aly,al x]
Ci[f Lg Co[f: L%
C [ C

R:=fp(x,x)g [fg = fp(aa)g

Pradikatenlogische Resolutionsregel

Resolutionsregel in dieser Form alleine unvollgtndig fur Pradikatenlogik
Beispiel:
ff p(x), p(y)a,f: p(u), : p(v)gg

unerfullbar

aber nur Resolventen der lange 2
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Faktorisierung

Faktorisierung

fLy,:::,Lhg[ C
(fLg,:::,Lng[ C)

wobei

allgemeinster Uni katior (MGU) von fLg,:::,Lng ist

(fLg,:::,Lng[ C) heit Faktor von fLq,:::,Lng[ C
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Beispiel fur Faktorisierung

fp(x), p(y), r(y,z)g
fp(x), r(x,2)g

fp(x), p(y), p(a), r(y, 2)g
fp(a) r(a 2)g

478

Beispiel

1. P(X)_P(f(x)) _: Q(x) [Gegeben]

2. P(y) [Gegeben]

3. P(g(x%x%9) _ Q(x% [Gegeben; Bereinigt]
4. P(f(x)) _: Q(X) [Res. 1, 2]

5 :Q(x) [Res. 4, 2]

6. Q(x%9 [Res. 3, 2]

7. ?

Resolutionskalkel Resfur allgemeine Klauseln

C_A D_:B

falls = mgu( A, B) [Resolution]

(C_D)
Ly _ L
% falls  =mgu(A,B) [Faktorisierung]

Es wird immer implizit angenommen, dass die Variablen in eier der beiden
Pramissen der Resolutionsregel ggfs. (bijektiv) umbenannt wrden, so dass
sie disjunkt mit denen der anderen Pamisse sind.

Dieses implizite Umbenennen werden wir nicht formalisiera.
Welche Variablennamen man verwendet ist egal.

Beispielsweise lonnte man sich vorstellen, dass am Anfang alle Klauseln
paarweise variablendisjunkt sind und das Uni katoren so gevehlt werden,
dass in ihrem Wertebereich nur neue Variablen vorkommen.
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Allgemeine Resolution mit implizitem Wichtig: H au ge Fehlerquellen
Faktorisieren

Das Bereinigen (Umbenennen) nicht vergessen!

Gunstiger ist es, Resolutionsregel und Faktorisierungsregj in eine Regel
zusammenzuziehen.

Das Faktorisierungen (falls meglich) nicht vergessen!

Selbstresolution ist meglich!

C_Li_:::_ Ln D_:LY_
(C_D)

wobei die Elternklauseln keine Variablen gemeinsam habenbreinigt)

o LY

7! ggf. umbenennen

=mgu( Ly, 00, L, L, 000, L9)
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Allgemeine Resolution: Beispiel Notation
(Hier verwenden wir Resolution mit implizitem Faktorisieren.) Sei N eine Klauselmenge und
Man sieht, dass (i) beim Instanziieren verschiedene Liter gleich werden Res(N) = N[f R j R ist eine Resolvente zweier Klauseln au$\

kennen, und dass (ii) i. allg. mehrere verschiedene Instanzeeiner Klausel
an einem Beweis partizipieren.

oder Resultat der Faktorisierung einer Klausel ausNg

1. P(x) _P(f(a) _: Q(x) [Gegeben] Red(N)= N

2. :P(y) [Gegeben] Res™ (N) = Res(Res"(N))

3. P(g(x%x%9) _Q(x%9 [Gegeben] . 5

4. 1 Q(f(a) [RIF 1, 2] Res'(N) =,y Res'(N)

5 Q(XO(ﬁ [RIF 3, 2] (bezeichnet die Vereinigung der Ergebnisse aus aller eglichen Resolutions- und
6. ? [RIF 4, 5] Faktorisierungsschritte auf N)
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Resolution: Korrektheit

Theorem
Fur eine MengeN von Klauseln gilt: Falls ?2 Res (N), so N unerfullbar.

Beweis: Wie bei Aussagenlogik.
Einzelne Regelanwendung eralt die Erfullbarkeit der Klauselmenge

Auch dies einfach zu beweisen wie in Aussagenlogik (beachtdabei:
Variablen in Klauseln sind universell quanti ziert)
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Resolution: Korrektheit

Theorem
Fur eine MengeN von Klauseln gilt: Falls ?2 Res (N), so N unerfullbar.

Beweis:
Annahme:Aj= C;_ L3, Aj= Cy_: La(d.h. Aj= ¥x(C1_ L1), Aj= ¥x(Ca_: L))

Sei = mgu(Ly,Ly).
Zu zeigen: A j= ¥x(Cy_ Cp) .

Sei  beliebig.
A()(CL_Co) )= A( NCi_ Co)

Fall 1: A ( )(Ci)=1.Dann A( )(C1_Cy) )=1.

(Substitution-Lemma)

Fall 2: A( )(C1) = 0. Laut Annahme, A( )(Ci1_ L) =1, so
Al )(L1) = 1. Dann: A( NL2) = A( )Lz ) = A( )(L1 )=
A( )(L1) = 1. Also: A( )(: L2) =0.

Aber A ( )(Co: L2)=1,s0 A( )(C2)=1. Dann A( )(Ci_Cy) )=1.
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Resolution: Vollst andigkeit

Theorem

Fur eine MengeN von Klauseln gilt: Falls N unerfullbar, so ?2 Res (N).

Beweisplan:

1. Sei N eine unter Res saturierte Menge allgemeiner Klauseln, d.h.
Res(N) N. Dann ist auch G (N) saturiert.

Beweis: \Lifting-Lemma"

2. SeiN eine Menge von -Klauseln.
N erfullbar g.d.w. N besitzt Herbrand-Modell uber .

3. Sei N Menge allgemeiner Klauseln mit Res(N) N. Dann
N F ? genau dann, wenn? 2 N.

Lifting-Lemma

(Lemma. Falls )

0O <o
U «ovo

o [aussagenlogische Resolution]

dann gibt es , so dass

C D

COO
2
?

y

[allgemeine Resolution]

\_ co= coo )

Entsprechend #ir Faktorisieren.
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Lifting-Lemma: Beweis

Beweis (Idee)

SeiC=Cy_ L3, D=Cy_: Ly

C =Ci L1 ,D =C _:Lp.
Ly =Ly undC%=(C;_GCy) .
L1, L2 unizierbar. Sei = mgu(Ly,L2).

Die ResolventeC%ist dann (Cy _ C») .

ist allgemeiner als , d.h. es gibt eine Substitution mit (x) = ( (x))
fur alle x 2 X.

C% =(Cc;_Cy) =(C1_Cp) =CcCO
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Saturiertheit von Mengen allgemeiner Klauseln

SeiN eine Klauselmenge und
Res(N) = N [f R j R ist eine Resolvente zweier Klauseln aud

oder Resultat der Faktorisierung einer Klausel ausNg

Ref(N)= N
Red™! (N) = Res(Res"(N))

Res’ (N) = SnZNRe§‘(N)

(bezeichnet die Vereinigung der Resolventen aus aller pglichen Resolutionsschritte
auf N)
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Saturiertheit von Mengen allgemeiner Klauseln

Theorem.
Sei N eine unter Res saturierte Menge allgemeiner Klauseln, d.h.
Res(N) N. Dann ist auch G (N) saturiert, d.h.

ResG (N)) G (N).

Beweis. Sei C° 2 Res(G (N)). D.h. es gibt: (i) Grundinstanzen C und D ° von N

mit Resolvente C°, oder (i) Grundinstanz C s.d. C° durch Faktorisierung abgeleitet.
(i) Ist C° Resolvente, so lennen wir 0.B.d.A. annehmen, dass = °.

(Nur wenn C und D nicht variablen-disjunkt waren, kennte dies schiefgehen.
Dann aber durfen und mussen wir die Variablen in einer Klausel umbenennen.)

Wegen des Lifting-Lemmas sindC und D resolvierbar mit einer ResolventeC®
so dassC® = C° fur eine geeignete Substitution . Weil C® 2 N nach
Voraussetzung, istC° 2 G (N).

(i) Analog fur den Fall, dassC® durch Faktorisierung abgeleitet wurde.

Satz von Herbrand

Theorem (Herbrand)
Sei N eine Menge von -Klauseln.

N erfullbar g.d.w. N besitzt Herbrand-Modell uber

Beweis:

\ (" trivial

\) "

N6 ? )?62 Res (N)

)?62 G (Res (N))
) G (Res (N)) hat ein (‘aussagenlogisches’) Modell
) G (Res (N)) hat ein Herbrand Modell |
) | j= Res (N) (1 Herbrand-Modell)
) IEN (N Res (N))

(Res. korrekt)
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Korrektheit und Vollst andigkeit der allgemeinen

Resolution

Theorem
SeiN Menge allgemeiner Klauseln mitRes(N) N. Dann:

N j= ? genau dann, wenn? 2 N

Proof: \ (" trivial

\) " Sei N Klauselmenge mitRes(N) N.
Dann Reg(G (N)) G (N) (Theorem Seite 10)

Annahme:N j= ? .Dann G (N) j= ? (Wir haben gezeigt, dassG (N) 6 ?)

hat Herbrand Modell | und | = N)

Aber G (N) = ? gdw.?2 G (N) (aussag.log. Resol. vollsendig + korrekt).

Es ist leicht zu sehen, dass? 2 G (N) gdw. ? 2 N.

Resolution: Vollst andigkeit

G (N)

Theorem
Fur eine MengeN von Klauseln gilt: Falls N unerfullbar, so ?2 Res (N).

Beweis:

SeiM = Res (N). Dann Res(M) M. So:M j? gdw. ?2 M.

Widerspruchsbeweis:

Annahme: ?62 Res (N). Dann Res (N) 6j?, d.h. Res (N) hat ein Modell A.

Da N

Res (N), Aj= N, d.h. N 2.
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Pradikatenlogische Resolution: Beispiel (1)

Gegeben die FormelF:

(VxVy(p(x,y) ' a(x,yp»

Xy (r(x,y) ! s(x,y))

) !

(WxVy((Jz(p(x,2) ~ r(z,y))) !
(Fz(a(x,z2) * s(z,y))

)

Gezeigt werden soll die Allgemeingltigkeit von F mittels Resolution
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Pradikatenlogische Resolution: Beispiel (2)

Dazu zeigen wir die Unertlllbarkeit von : F:

(VY (p(x,y) boax, ynn
XYY (r(x,y) ! s(x,y))
) !
(YxVy((Fz(p(x,z) * 1(z,¥))) !
(Fz(a(x,2) * s(z,¥))
)

Diese Formel muss zumchst in Klauselnormalform transformiert werden
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Pradikatenlogische Resolution: Beispiel (3)

Elimination der Implikationen:

S (IXVY(Cop(x,y) _alx, ynn
VXYY (: r(x,y) _ s(x,Y))

Pradikatenlogische Resolution: Beispiel (4)

)

(Wxvy(: (3z(p(x,2) " r(z,y))) _

)

(3z(q(x,2) * s(z,y)))

Au ere Negation nach innen schieben:

((vxvy(: p(x,y) _ a(x, y)"
Xy (: r(x,y) _ s(x,y))

) AN

S (WxVy (: (3z(p(x,2) ~ 1(z,y)))

)

Jz(a(x, 2) * s(z,y)))
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Pradikatenlogische Resolution: Beispiel (5)

Negation an den Allquantoren vorbei:

((OxVy(: p(x,y) _ a(x, y)*
VXYY (: r(x,y) _ s(x,y))
) N

(3IxFy: (¢ Fz(p(x,2) * r(z,¥)) _

)

3z(q(x,z) » s(z,y)))

Pradikatenlogische Resolution: Beispiel (6)

De Morgan:

((vxvy(: p(x,y) _ a(x,y)*
VxVy(: r(x,y) _ s(x,y))

) AN

(@x3y((3z(p(x,2) * r(z,y)) "

)

- 3z(a(x, 2) * s(z,y))
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Pradikatenlogische Resolution: Beispiel (7)

Negation am Quantor vorbei:

((OxVy(: p(x,y) _ a(x, y)"
VXYY (: r(x,y) _ s(x,y))
) N
(IxAy(Fz(p(x,2) * r(z,yN) "
Vz: (q(x,2z) "~ s(z,y))
)
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Pradikatenlogische Resolution: Beispiel (8)

De Morgan
((xvy(: p(x,y) _a(x,y)"
VXYY (: r(x,y) _ s(x,y))
) N
(IxAy ((Fz(p(x,2) ~ r(z, y) "
Vz(: q(x,2) _: s(z,y)))
)]

Nun ist die Formel in Negationsnormalform
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Pradikatenlogische Resolution: Beispiel (9)

Bereinigen der Formel &ihrt zu:

((vx vy p(x,y) _ax, y)"
VxOvyO(: r(x%y% _ s(x%y9)
) N
(x84 (Iz(p(x°% 2) ~ r(z, yo) ~
vz0(: q(x% 2% _: s(z°y%9)
)

Pradikatenlogische Resolution: Beispiel (10)

Da die Formel bereinigt und in NNF ist, kann man alle Quantoren nach
vorne ziehen:

Vx Wy VxOvy 3x 003y 0892 vz 0(

( p(x,y) _a(x,y)"

¢ r(x%y9% _s(x%y9)

p(x%%2)"

r(z,yo%

¢ q(x%%2% _: s(z%y%9)

)

Nun ist die Formel in Pranexnormalform, die Matrix der Formel ist auch
schon in konjunktiver Normalform
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Pradikatenlogische Resolution: Beispiel (11) Pradikatenlogische Resolution: Beispiel (13)

Skolemisieren vonx®®und y©°¢ In Klauselmengenschreibweise:
Vx Wy VxOvy %3z vz9( 1. f p(x,y), a(x,y)g
(: p(x,y) _ax,yn» 2. r(x%y9, s(x%y%g
¢ r(x%y9 _ s(x%y9) 3. fp(f(x,y,x%y9, h(x,y,x%y%)g
p(f (x,y,x%y0), 2)" 4. fr(h(xy,x%y9,9(x,y,x%y%)g
r(z,g(x,y,x%yN» 5. foa(f(x,y,x%y%, 2% : s(z%g(x,y,x%y%)g

G a(f (x,y,x%y9,z% _: s(z%g(x,y,x%y9))
)
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Pradikatenlogische Resolution: Beispiel (12) Pradikatenlogische Resolution: Beispiel (14)

Skolemisieren vonz:
o p(x,y), a(x,y)g

f: r(x%y9), s(x%y%g

fp(f(x,y,x%y%, h(x,y,x%y%)g
fr(h(x,y,x%y%, g(x,y,x%y%)g

f: q(f(x,y,x%y9,29,: s(z%g(x,y,x%y%)g

Vx Vy VxOvy 3z vz0(

(: p(x,y) _alx,yn»

(r(x%y9 _s(x%y9)

p(f(x,y,x%y9, h(x,y,x% y9))~
r(h(x,y,x%y9, g(x,y,x%y%)»

G a(f(x,y,x%y9, 29 _: s(z°%g(x,y,x%y9))
)

o > 0N PR

Resolution der Klauseln 1. und 3. Dazu zumchst Umbenennung der
Variablen x,y in 3., um die Klauseln variablendisjunkt zu machen

Verwendeter MGU: [f (u, v, X% y9)/ x, h(u, v, x% y%/ y]

1:f p(xy)ax.y)g  3%:fp(f(u,v,x%y9, h(u,v,x%y%g
6: fq(f(u,v,x%y9, h(u,v,x%y%)g
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Pradikatenlogische Resolution: Beispiel (15)

1. f op(xy) a(x,y)g

2. £ r(x%y9,s(x%y%g

3. fp(f(x,y,x%y% h(x,y,x%y%g

4. fr(h(x,y,x%y9, g(x,y,x%y%)g

5. f q(f(x,y,x%y9,29,:s(z%g(x,y,x%y%)g
6. fq(f(u,v,x%y9, h(u,v,x%y%g

Resolution der Klauseln 2 und 4. Dazu zumchst Umbenennung der
Variablen x° y9 in 4, um die Klauseln variablendisjunkt zu machen

Verwendeter MGU: [h(x,y, u,v)/ x% g(x,y,u,v)/ y9

2: f r(x%y9,s(x%y%g 4°: fr(h(x,y,u,v),g(x,y,u,v))g
7: fs(h(x,y,u,v), g(x,y,u,v))g

Pradikatenlogische Resolution: Beispiel (16)

1. f p(x,y) a(x,y)g

2. £ r(x%y9,s(x%y%g

3. fp(f(x,y,x%y9, h(x,y,x%y%)g

4. fr(h(x,y,x%y%, g(x,y,x%y%)g

5. f q(f(x,y,x%y9,29,: s(z%g(x,y,x%y%)g

6. fq(f(u,v,x%y9, h(u,v,x%y%g

7. fs(h(x,y,u,v), g(x,y,u,v))g

Resolution der Klauseln 5 und 6. Dazu zumchst Umbenennung der
Variablen x° y0 in 6, um die Klauseln variablendisjunkt zu machen.

Verwendeter MGU: [u/ x, v/ y,u% x% v9%y0 h(u, v, u®, vo/ z9

509

5: f aq(f (x,y,x%y9, 29, : s(2%g(x,y,x%y"g 6: fq(f(u,v,u’ v, h(u,v,u’ v%g

8: f: s(h(u,v,ud v, g(u,v,uovo)g
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Pradikatenlogische Resolution: Beispiel (17)

1. £ p(xy)axy)g

2. f r(x%y9, s(x%y%g

3. fp(f(x,y,x%y9, h(x,y,x%y%)g

4. fr(h(x,y,x%y%, g(x,y,x%y%)g

5. f q(f(x,y,x%y9,29,:s(z%g(x,y,x°%y%)g
6. fq(f(u,v,x%y9, h(u,v,x%y%)g

7. fs(h(x,y,u,v), g(x,y,u,v))g

8. f s(h(u,v,u®v9,g(u,v,u’v9)g

Resolution der Klauseln 7 und 8. Dazu zumchst Umbenennung der
Variablen u, v in 8, um die Klauseln variablendisjunkt zu machen.

Verwendeter MGU: [u®Y x, vy, u% u,v%v]

70 fs(h(x,y,u,v), g(x,y,u,v))g 8%: f s(h(u® v® u® v, g(u® v® u® v%g
2
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Pradikatenlogische Resolution: Beispiel (18)

Damit ist die leere Klausel ? abgeleitet,
also ist die Klauselmenge unemlibar,
also ist die Formel: F unerfullbar,

also ist die Formel F allgemeingiltig
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Zusammenfassung: Pradikatenlogische Resolution

Pradikatenlogische Resolutionsregel
Faktorisierung

Kombination von Resolution und Faktorisierung
Heau ge Fehlerquellen

Korrektheit und Vollst andigkeit

2.7 Tableaukalkul

Wiederholung: Der aussagenlogische
Tableaukalk ul

Wesentliche Eigenschaften
Widerlegungskalkel: Testet auf Unerfullbarkeit
Beweis durch Fallunterscheidung

Top-down-Analyse der gegebenen Formeln
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Wiederholung: Der aussagenlogische
Tableaukalk ul

Vorteile
Intuitiver als Resolution
Formeln mussen nicht in Normalform sein

Falls Formelmenge eréllbar ist (Test schlagt fehl), wird ein
Gegenbeispiel (eine esllende Interpretation) konstruiert

Nachteile

Mehr als eine Regel
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Formeltypen

Konjunktive Formeln: Typ

=
FAG

c(F_G)
C(F! G)

Disjunktive Formeln: Typ

: (FA G)
F G
FI G

Formeltypen

Konjunktive Formeln: Typ

=
F~G

:(F_Q)
c(F!' Q)

Zuordnungsregeln Formeln / Unterformeln

1 2

FrG F G

:(F_G) :F G

c(F! G) F G
F F

517
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Formeltypen

Disjunktive Formeln: Typ

 (FMG)
F_G
F! G

Zuordnungsregeln Formeln / Unterformeln

- (F~ G)
F_G
FI G

m T Tm|F

O 0 0"
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Regeln des (aussagenlogischen) Tableaukalkuls

1 Konjunktiv
2
—_— Disjunktiv
1] 2
Widerspruch

—
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Instanzen der und -Regel
Instanzen der -Regel
P~Q :(P_Q) (P! Q) o P
P P P P
Q ' Q 1 Q
Instanzen der -Regel
P_Q : (P Q) P! Q
PjQ P j:Q P jQ
521
Beispiel
Zu zeigen:

(P! (Q! R)! (P_S)! ((Q! R)_Y9)) allgemeingultig

Wir zeigen, dass

P @R (P_S)! ((QY R)_9))

unerfullbar ist.

522

Beispiel
L [(P QP R (P_S)! (Q! R)_9S)I
2. (P! (Q! R)) [14]
3. (P_S)t (Q! R)_Y9)) [12]
4. P_S [31]
5. QY R)_YS) [32]
6. :(Q! R) [51]
7. g % [52]
8. PX 21] 9. Q! R [27]
10. P [44] 11. s [47]
geschlossenes Tableau.
Beispiel
Geschlossenes Tableau gefunden
... also ist die Formel
P @Y R (P_S)! (R R)_9))
unerfullbar,
... d.h. die Formel
(P Q! R)! (P_S)! (Q! R)_Y9)

ist allgemeingelltig
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Zusatzlich: Pr adikatenlogische Formeltypen

universell existentiell

(t) (t)
VXF F[t/x] AIxF F[t/x]
3AxF | Ft/x] D UXF | FJt/x]

Zusatzlich: Pr adikatenlogische Tableauregeln

-Regel

== universell
(t)

wobei t ein beliebiger Term ist.

qu(x)

]
a(t)

-Regel
_ . 3Axp(X, Y1, :::,Yn)
v vy existentiel i
(f (2. .yn))
' OIS RS
wobei f eine neue Skolemfunktion ist, und yi,:::,y, die freien Variablen in
sind.

Skolemisierung ist also ein Bestandteil des Kalkls und wird nicht als ein

Vorverarbeitungsschritt vorausgesetzt. Aber natrlich kennte man ebensogut vorher

Skolemisieren, was auch Vorteile haben kann.
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Instanzen der und -Regel

Instanzen der -Regel

VxF (x) : AxF(x)

F(t) D F(t)

Instanzen der -Regel

AXF(X,Y1,:::,Yn) D UXF(X,y1,::0,Yn)
F(f(YL:::1yn)v)’1v:::ryn) : F(f(YL:::1yn)lex:::1yn)
wobei f eine neue Skolemfunktion ist und ys,:::,yn die freien Variablen in

AXF (X, Y1,:::,Yn) (resp. VXF(X,Yy1,:::,Yn)) sind.

Determinismus der Regeln

-und -Regeln

deterministisch (wie in Aussagenlogik)

-Regel
hochgradig nicht-deterministisch
muss fur Vollstandigkeit mehrfach angewendet werden (pro Ast)

Grund fur Nicht-Terminierung

-Regel
nicht-deterministisch

muss dennoch nur einmal pro Ast und Formel angewendet werden
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Formale De nition des Kalk uls

Fast wie in der Aussagenlogik de niert (kleine Anderungen)

(De nition auf den folgenden Seiten).

529

Formale De nition des Kalk wls

De nition
Tableau: Binarer Baum, dessen Knoten mit Formeln markiert sind
De nition

Tableauast: Maximaler Pfad in einem Tableau (von Wurzel zu Blatt)

530

De nition: Tableau (mit freien Variablen)

SeiM = fFq,:::, Fhg eine Formelmenge

Initialisierung

Das Tableau, das nur aus dem Knoten 1 besteht, ist ein Tableauur M
Erweiterung

T ein Tableau fur M

B ein Astvon T

F eine Formel aufB oder in M, die kein Literal ist

T © entstehe durch Erweiterung vonB gema der auf F anwendbaren Regel ( ,
, oder )

Dann ist T ° ein Tableau fur M.

Substitutionsregel

Ist T ein Tableau fur M und
ist eine Substitution,

so istauchT ein Tableau fur M.
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Formale De nition des Kalk wuls

De nition.

Ast B eines Tableaus &ir M ist geschlossenwenn

F,:F2B[ M
De nition.
Ein Tableau ist geschlossenwenn jeder seinerAste geschlossen ist.

De nition.

Ein Tableau fur M, das geschlossen ist, ist ein Tableaubeweisuf (die
Unerfullbarkeit von) M
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Beispiel

Eine Aussage uber Mengen

(1) S\Q =

(2 P QIR
3 P=; ! Q6 ;
4 QIR S
(5 P\ R 6

Beispiel

Eine Aussage uber Mengen

(1) S\Q =

(2 P QIR
3 P=; ! Q6 ;
4 QIR S
(5 P\ R 6

Modellierung

(¢ 3x(S(x) * Q(x))

Vx(P(x) !

(. @xPOO) !
VX((Q(x) _ R(x)) !

Ax((P(x) "

(Q(x) _ R(x))
(3yQ(y))
S(x))
R(x)))

N
N

N

)

533

534

@

Beispiel
Modellierung Unerfeullbarkeit der Menge M
(2 IX(S(x) * Q(x)) " 2 3AX(S(x) N Q(x))
Vx(P(x) ! (Q(x) _R(x)) Vx(P(x) ! (Q(x) _R(x)) (2

¢ ExPM))) !

AX((P(X) "~ R(x))

@HQly) 7
Vx((Q(x) _ R(x)) !

S(x) ) !

Beispiel

(: AxP(x))) !
x((Q(x) _ R(x)) !
S 3AX((P(x) ™ R(x))

Q) (3
S(x)) 4

®)

ceceeeeed®® 1 B0

(6) = 3IxP(x) [37, 1]

|

(8) IXP(X) [61, 1]
|

(10) P(c) [8, ]

) © (P(c)* R(c)) [5,
ceefff Wy
14 : P(c)! (Q(e) _ R(e)) [2, ]
eeeee |

(12) © P(c) [11, ]

?

15: : P(c) [144, ]

?

(13) © R(c) [11, ]

16 : Q(c) _ R(c) [145,
| % e

171 Q(c) 167, ]
|
)

(7) 3yQ(y) [32.

|
© Q) [7.

)

18 : R(c) [169,

?
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Beispiel

Ast (*), Fortsetzung:

171 Q(c) 167, ]

é91 F(S(e) N Qe ]
geeeel |
20 : @ S(c)[191, ] 21: : Q(c)[192, ]
| |
22 : Q(c) _ R(c)! S(c)[ ?
T My
23: 1 (Q(c) _ R(c) [221, 1] 24 S(c) [225, ]
| |
25: : Q(c)[237, ] ?
26: : R(c)[23p, ]
|
?
537
Beispiel

Ast (**), Fortsetzung:

(M 3YQW) B2, ]
|
© Q) [7, ]
|

%7): 2 (S(d) ~ Q(d) [1>%o°0(

(28): @ S(d)[271, ] (29): 1 Qd) [272, ]
(30) : Q(d) _ R(‘d) ' S(d) [YWWYYY ’)l
@1 : (Q(d)_‘ R(d)) 301, ] (32) : S(d) [302, 1]
(33): ‘1 Q(d) ? [3|11, 1

(34 : : R(d)[31p, ]

?
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Bemerkungen

Nota bene:

Alle Aste in einem Tableau fur M enthalten implizit alle Formeln in M

Die Substitutionsregel andert potentiell alle Formeln des Tableau.
Das ist das Globale an der Beweismethode.

Nimmt man die Substitutionsregel wertlich, so zehlt man, in Verbindung
mit der -Regel, alle Substitutionsinstanzen allquanti zierter Formeln auf,
ein Ruckschritt im Vergleich zur Resolution.

Das braucht man aber nicht.

539
Beispiel
1. [Ewvx p(x,w,f(x,w)) ! IwVxIy p(x,w,y)]
2. FwVx p(x,w,f(x,w)) 1. [ ]
3. 3AwVx3Ay p(x,w,y) 1 ]
4. Vx p(x,af(x,a) 2 [ ]
5. :¥x3ay p(x,vi,Y) 3(vi) [ ]
6. : 3y p(b(v1), v1,y) S(b(va) [ ']
7. p(vz,af(vz,a) 4(v2) [ ]
8. 1 p(b(v1), v1,V3) 6(vs) [ ]
7. und 8. sind (modulo Uni kation) komplement ar:
Vo = b(v1), a= vg, f(vp,a) = v3
ist losbar mit mgu = [a/ vi, b(a)/ vo, f(b(a), @)/ v3] und somitist T ein
geschlossenes (lineares) Tableauef Formel 1.
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Formale De nition des Kalk uls

Problem: Es ist sehr schwierig, zu \raten", welche Instanzen im Bewe$

nutzlich sind.

Idee:

Substitutionsregel auf Uni katoren komplement arer Formeln be-

schranken!

-Regel fuhren nur freien Variablen ein (Tableaus mit freien Variablen)

Freie Variablen (Dummies, Platzhalten) werden 'bei Bedarf (bei

Abschluss) instantiiert (wie bei Resolution).

Wir sprechen von einemAMGU-Tableau, wenn die Substitutionsregel nur

fur Substitutionen  angewendet wird, fur die es einen Pfad inT mit

Literalen : A und B gibt, so da = mgu( A, B).

Tableaus mit freien Variablen

Neue -Regel

universell

)

wobei y eine neue freie Variable ist

Neue Abschlussregel

L1

. L2
3 Widerspruch

wobei L1, L, uni zierbare Literale.

qu(x)

J
acy)

p(y)

" p(a)

mgu: [a/y]

541
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Tableaus mit freien Variablen

Neue -Regel

Vxq(x)
oy universell i
) a(y)
wobei y eine neue freie Variable ist
Neue Abschlussregel
L1
) p(y)
> Widerspruch : p(a)
? mgu: [&/ y]

wobei L1, L, uni zierbare Literale.
Nota bene: Allgemeinster Unikator von Lj, L, wird auf das ganze Tableau

angewendet.
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Konvention

Wir nehmen an, dass die Menge der VariablenX in 2 disjunkte unendliche
Teilmengen X; und Xg partitioniert ist, und dass:

Fur gebundene Variablen nur solche aus(g verwendet werden.
(Vermeidet das Einfangproblem bei Substitution.)

Die Variabeln, die durch die neue -Regel eingetihrt werden immer
aus MengeX; gewahlt sind.
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Pradikatenlogische Klauseltableaux

Klauseltableaux fur eine Klauselmenge S
Abschlussregel wie zuvor
Keine , keine -Regel

-und -Regel zusammengefasst:

{ SeiB einAstin T

{ SeiC = fLy,:::,Lng eine Klausel inS

{ seic®=cC =fLY,:::,L%9 aus C durch Variablenumbenennung

Dann kann B erweitert werden, indem n Blatter mit L,:::, LS
angehangt werden.
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Beispiel

S = ff p(0)g,f: p(x), p(s(x))g,f: p(s(s(0))) gg
1
|
p(0)
A Fig
: p(‘xl) |I|| p(s(x1)) 9585

? : p(x2) p(s(x2))
[0/ X4] 7| : p(S(|S(0)))
[S(0)/ X2 °|
[s(0)/ x2]
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Korrektheit und Vollst andigkeit

Theorem
Eine FormelmengeM ist unerfullbar
genau dann, wenn
es einen Tableaubeweisdr (die Unerfullbarkeit von) M gibt.
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Korrektheit

Bei gegebener Signatur bezeichnen wir mit S° das Ergebnis der
Hinzunahme unendlich vieler neuer Skolemfunktionen zu , die wir in der
-Regel verwenden drfen.

SeiA eine S-Interpretation, T ein Tableau, und eine Variablenbelegung
wber A.

De nition. T heit (A, )-erfullt, wenn es einen PfadP in T gibt, so dass
A, E F, fur jede FormelF auf P .

De nition. T heit erfullbar, falls es ein A gibt, so dass #r jede
Variablenbelegung das TableauT (A, )-erfullt ist. (D.h. wir d urfen P
in Abhangigkeit von  wahlen.)
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Korrektheit

SeiM = fFq,:::,Fng eine Formelmenge (so dasd- keine freien Variablen
enthalt).

Theorem

Sei T ein Tableau fur fF1,:::, FnhQ.

fF1,:::, Fng erfullbar genau dann, wennT erfullbar.

Beweis:

\ (" Falls T erfullbar, so gibt es eine Struktur A, so dass #r jede Variablenbelegung
das TableauT (A, )-erfullt ist,

d.h. es gibt einen PfadP in T, so dassA, = F, fur jede FormelF auf P .

Dann ist aber leicht zu sehen, dassA, j= M (Alle Aste in einem Tableau fur M
enthalten implizit alle Formeln in M).
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Korrektheit

SeiM = fFq,:::,Fng eine Formelmenge (so dasd keine freien Variablen
enthalt).

Theorem
Sei T ein Tableau fur fF1,:::, FnQ.
fF1,:::, Fag erfullbar genau dann, wennT erfullbar.

Beweisvon \ ) " durch Induktion wber die Tiefe vonT .
Tableau mit Tiefe 1 (mit einem Knoten) erf ullbar wenn f Fy,::: , F,g erfullbar.
Induktionsvoraussetzung: Implikation gilt fur alle Tableaux mit Tiefe  n.

Induktionsschritt: Sei T ein Tableau mit Tiefe n+ 1. T entsteht durch eine Erweiterung
mit einer , , oder -Regel aus einem Tableau mit Tiefe n.

| -Regeln: Beweis wie éir Aussagenlogik; -Regel: O ensichtlich.
Bei meussen die Ideen aus dem Beweis der Bewahrung von HEifbarkeit bei
Skolemisierung verwendet werden.
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Striktheitbedingung

De nition. Ein Tableau ist strikt, falls fur jede Formel F die entsprechende
Erweiterungsregel tochstens einmal auf jeden Ast, der die Formel enthlt,
angewandt wurde.
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Striktheitsbedingung f ur  unvollstandig

1L :[vxpx)! (p(a)" p(b)]

2. Vx p(x) 11
3. : (p(a) * p(b)) 1,
4 p(vlg( 2(v1)
5 :p(a) 31 6. :pb) 32

Werde die Striktheitsbedingung fur  gelten, ware das Tableau nur noch
durch Anwendung der Substitutionsregel weiter expandierlar. Aber es gibt
keine Substitution (fur v1), unter der beide Pfade gleichzeitig abgeschlossen
werden kennen.
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Mehrfachanwendung von lest das Problem

1 o [vxp(x) ! (p(a) ™ p(b))]

2. Vx p(x) 1

2 2 (p(a) ™ p(b)) 1z

4 p(v 2y,

5 :p@ 3 6. p|(b) 32
7. p(v2) 2y,

Der Punkt ist, dass die verschiedenen Anwendungen von auf ¥x p(x)
jeweils neue freie Variablen éir x einsetzen durfen.

Jetzt liefert zweifache Anwendung der AMGU-Regel die Substution
[a/ v1, b/ v2] und somit ein geschlossenes Tableau.

Wie oft muss angewendet werden?

~

(Theorem
Es gibt keine berechenbare Funktionf : For For ! N, so dass, falls|
eine Satzform F unerfullbar, es ein geschlossenes Tableawf F gibt,
wobei fur Formeln VxG, die in T vorkommen, die -Regel auf jedem
Pfad, auf dem ¥xG vorkommt, hechstensf (F, ¥YxG)-mal angewendet
worden ist.

J

Sonst ware Unerfullbarkeit bzw. Geiltigkeit in Logik erster Stufe entscheidbar, weil man
nur Tableaux in einer Tiefe aufzahlen messte, die durchf beschmnkt wird. Daher sind

Tableaux mit freien Variablen i.allg. notwendigerweise urbeschmnkt in ihrer Tiefe.

V wirkt wie eine unendliche Konjunktion. Durch iteratives Anwenden von , in
Verbindung mit der Substitutionsregel, kennen alle InstanzenF[t/ x] aufgezahlt und
untereinander, also konjunktiv, in jedem Pfad durch VxF eingesetzt werden.
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Vollst andigkeit

Theorem
fF1,:::, Fng erfullbar genau dann, wenn es kein geschlossenes, striktes
(mit Ausnahme von ) AMGU-Tableau fur fFq,:::, Fhg gibt.

Beweis (Idee, Klauseltableaux)

Zum Beweis de niert man einen fairen Tableaux-Expansionsgrozess, der gegen ein
unendliches Tableau konvergiert, wo auf jedem Pfad jede -Formel in alle Varianten
(modulo Wahl der freien Variablen) expandiert wurde. Man kann dann wieder zeigen,
dass alle Pfade bis auf Redundanz unter Resolution saturiérsind. Hierzu verwendet
man die Lifting-Argumente fur Resolutionsinferenzen, um die AMGU-Einschankung
als vollstandig zu beweisen.

Vom Kalk ul zur Beweissuchprozedur

Vollstandigkeit der Tableauregeln garantiert nur Existenz eines
geschlossenen Tableaus.

Eine systematische Beweissuchprozedur ist notwendig, umieen
Beweis zu nden.

Tableaukonstruktion ist nicht-deterministisch: Choice p oints
Nechster zu betrachtender Ast?
Abschluss- oder Erweiterung?
Falls Abschluss: Mit welchem Literal-Paar?

Falls Erweiterung: Mit welcher Formel?
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Vom Kalk ul zur Beweissuchprozedur

Schlechte Wahl kann das Finden eines Beweises verhindern!

Harmlos: Astauswahl

Beliebige Strategie (z.B. links nach rechts) fuhrt zum Erfolg

Mit Fairnessstrategie handhabbar: Formelauswahl

Jede Formel auf jedem Ast, -Formeln beliebig oft

Kritisch: Abschluss erfordert Backtracking

Alternativ: Keinen Abschluss machen, bis sich alldste zugleich schlie en
lassen
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Beispiel

Unfaire Bevorzugung einer Formel

Vxp(x)
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Beispiel

Bevorzugung eines Abschlusses

p(0)
|
vx(p(x) ! p(s(x)))

: P(S(s0))
|
CLp(X) b p(s(X2)
il i M’VWW
D p(Xq p(s(Xq
(X1) (s(X1)
| |
> (X2) | P(s(X))
hhhhhhH) |
(mgu: [0/ Xy)  pXp) P(S(X2)

?

(mgu: [0/ X3])

559
Beispiel
Abschluss statt Erweiterung
p(a)
|
vx((p(b) » p(e) ! p(x) L (a(x) ! (a(b) _ q(c))
|
©q(d)
|
((p(bI )I“lﬁ) YopxX) o (a(X) ! (Q(%
t(p(b) ~ p(c) ! p(X)) s (aX) !t (a(b) _ a(e))
| |
p(b) » p(c) q(X)
:p(X) ¢ (a(b) _ a(c))
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Zusammenfassung

Pradikatenlogische Tableaukalk ele
-und -Regel
Determinismus der Regeln

Tableaux mit freien Variablen
neue - und neue Abschlussregel

Pradikatenlogische Klauseltableaux

Beweissuchprozedur
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4. Anwendungen
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Anwendungsbereiche

VERIFIKATION

Theorien
* Zahlen
* Polynomen

* Funktionen auf
Zahlenbereichen

« Algebren

- reaktive/hybride
Systeme

« Sicherheit

MATHEMATIK DATENBANKEN
Aufgaben Aufgaben Aufgaben
« Beweisen - Programme « Konsistenz
. 3 | « Korrektheit * Anfragen
Beweistberprutung  Terminierung Beantworten

« Kleiner Suchraum

Theorien
« Zahlen
« Datentypen

 Funktionen auf
Zahlenbereichen

Theorien

* Logik erster Stufe
« Datalog

Komplexe Theorien
 Funktionen
« Zahlen

komplexe Systeme(MAS, mit eingebetteter Software, Datenbanken)

Anwendungsbereiche

VERIFIKATION

MATHEMATIK DATENBANKEN
Aufgaben Aufgaben Aufgaben
« Beweisen - Programme « Konsistenz
. 3 | « Korrektheit * Anfragen
Beweistberprutung  Terminierung Beantworten

- reaktive/hybride * Kleiner Suchraum
Theorien SEER Theorien
« Sicherheit

Formale Methoden

Verfahren: - Probleme 7! als logische Formeln kodiert

- Veri kationsaufgaben: zu Erf ullbarkeit/G wltigkeitstests reduziert

ll ATgEDTETT J l J ll JJ

komplexe Systeme(MAS, mit eingebetteter Software, Datenbanken)
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Beispiel: Sicherheitsprotokole Beispiel: Sicherheitsprotokolle

Ziel: zwei Personen (Alice und Bob) wollen miteinander kommunizeren Das folgende Schuisselaustauschverfahren wurde 1993 von den beiden Kryp-
. . t hen N d Stubblebi hi :

wber ein unsicheres Daten- oder Telefonnetz, ographen euman tn Hbbiebine vorgeschiagen
sicher, d. h., ohne dass ein Eindringling (Charlie) mitheren oder sich
als Alice oder Bob ausgeben kann.

Schritt 1: Alice schickt Bob die Nachricht 1: A, Na.

Die Nachricht enthalt den Namen von Alice, A, und
eine Zufallszahl Na.

Hilfsmittel: Verschlusselung Die Aufgabe von Na liegt darin, diesen Protokollauf

. . . . indeutig zu kennzeichnen, um wiederholen von
Alice und Bob vereinbaren einen gemeinsamen Scassel eindeutig zu kennzeichnen, um das wiederholen vo

und nutzen ihn, um ihr Gesprch zu verschiisseln. Nachrichten durch einen Angreifer sinnlos werden

zu lassen.
\ J

Nur wer den Schhissel kennt, kann das Gesmch entschhkisseln.
Alice schickt (o en) Identi kation und Zufallszahl an Bob.
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Beispiel: Sicherheitsprotokolle Beispiel: Sicherheitsprotokolle

s
. . . Bob schickt die Nachricht 2 : B, E(Kbt, A, Na, Tb), Nb an Trust.
Problem: wie kommen die Gespachspartner an den gemeinsamen Schksel? ( )

Nachdem Bob die Nachricht von Alice erhalten hat, weiss er,

Persenliche Ubergabe kommt nicht immer in Frage. dass sie einen sicheren Schaésel mit ihm etablieren will.

Wird der gemeinsame Schdisseluber das Netz Deshalb schickt Bob die Nachricht 2 an Trust.
unverschhisselt verschickt, konnte Charlie ihn abfangen oder Schritt 2- Die Nachricht enthalt:
austauschen. - seinen Namen,B,

Annahme: es gibt eine sichere Schisselzentrale, mit der Alice und Bob - einen verschiisselten Mittelteil

jeweils einen gemeinsamen Schbsel vereinbart haben. - eine von Bob generierte Zufallszahl,Nb,

- Th: Zeitspanne fur die Gultigkeitsdauer des Schussels

Der Term E(Kbt, A, Na, Tb) steht fur die Nachricht A, Na, Th
verschhisselt mit dem SchhisselKbt, dem sicheren Schiissel

zwischen Bob und Trust.

Bob leitet Nachricht weiter an Schlusselzentrale ( Trust\).
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Beispiel: Sicherheitsprotokolle Beispiel: Sicherheitsprotokolle

Trust schickt die Nachricht 3 ) Bob liest Nachricht 4, entschlusselt den ersten Teil und erfslt
E(Kat, B, Na, Kab, Th), E(Kbt, A, Kab, Th), Nb an Alice. so auch den SchisselKab.

Schritt 3: Nach(.iem Trust B(.)bs Nachricht gelesen unq entschﬂss?It hat, Schritt 5: Diesen verwendet er dann zur Entschisselung des zweiten
ger-1er|ert er -den sicheren SchisselKab fur die Kommunikation Teils und vergleicht die enthaltene ZufallszahINb mit der,
zwischen Alice und Bob. die er urspringlich in Nachricht 2 an Trust schickte.

Er verschickt den Schhssel mit Nachricht 3 an Alice.
) ) ) Auf diese Weise ist sich Bob sicher, dass die Nachricht
Der erste Teil der Nachricht kann von Alice entschkisselt werder, von Alice stammt und Kab der gewsnschte Schhissel ist.
wahrend sie den zweiten Teil spter einfach an Bob weiterleitet, -
siehe Schritt 4.
\§ J

Trust schickt Nachricht an Alice. Darin: ein neuer gemeinsaner Schhissel, Alice und Bob kennen nun mit dem gemeinsamen Schissel kommunizieren.

einmal fur Alice und einmal fur Bob verschhisselt.
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Beispiel: Sicherheitsprotokolle Beispiel: Sicherheitsprotokolle

f_ ) ) ) N A, Na
Alice schickt die Nachricht 4: 1.

E(Kbt, A, Kab, Tb), E(Kab, Nb) an Bob.

Schritt 4: Alice liest Nachricht 3, entschlusselt den ersten Teil durch 5 B, Nb, Ex,, (A, Na, Tp) @
den gemeinsamen SchisselKat mit Trust und erh elt so den
neuen SchusselKab, um mit Bob zu kommunizieren.
Sie i _ _ . , , 3 @ Ek (B, Na, Kap, Th), Exy, (A, Kap, Th), Np @
ie leitet den zweiten Teil von Trust's Nachricht an Bob weiter

und fugt die Nachricht E(Kab, Nb) hinzu.

4. @ EKht (Ai Kabx Tb)! EKah(Nb)

Alice leitet den neuen gemeinsamen Schissel weiter an Bob.
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Beispiel: Sicherheitsprotokolle

Ist das Verfahren sicher?

Wir wubersetzen das Problem in Formeln und lassen sie von einem
Theorembeweiser untersuchen.
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Beispiel: Sicherheitsprotokolle

Zuerst formalisieren wir die Eigenschaften des Protokolls

Wenn Alice/Bob/Trust eine Nachricht in einem bestimmten Fo rmat
bekommt, dann schickt er/sie eine andere Nachricht ab.

Dann formalisieren wir die Eigenschaften des Angreifers:
Wenn eine Nachricht ubermittelt wird, kann Charlie sie mith eren.

Wenn Charlie eine verschdisselte Nachricht bekommt und den
passenden Schissel hat, kann er sie entschdsseln.

Wenn Charlie eine Nachricht hat, dann kann er sie an Alice/Bd/Trust
abschicken.
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Formalisierung der Eigenschaften des Protokolls

(1) Ak(key(at,t))
(2) M(sent(a, b, pair(a, na)))

Formel (1) beschreibt, dass Alice am Anfang den Schisselat fur die Kommunikation
mit Trust besitzt. (Wir lassen \ K" bei der Benamung von Schkisseln weg.)

Formel (2) formalisiert Nachricht 1.

Nachrichten werden durch die dreistellige Funktion \sent" ausgedeickt, wobei das
erste Argument den Absender bezeichnet, das zweite den Emghger und das dritte
den Inhalt der Nachricht.

Die Konstante a bezeichnet Alice,b Bob, t Trust und i Intruder.

Die Funktionen \pair" (triple, quadr) gruppieren Sequenzen von Nachrichten
entsprechender lange.

Formalisierung der Eigenschaften des Protokolls

|2.B,Nb,E(Kbt,A,Na,Tb) ]

(3) Bk(key(bt,t))
(4) Vxa, xnalM (sent(xa, b, pair(xa, xna))) !

M (sent(b, t, triple (b, nb(xna), encr(triple (xa, xna, tb (xna)), bt)))))]
Formel (3): Bob besitzt den Schhisselbt zur Kommunikation mit Trust.

Formel (4): Wann immer er eine Nachricht in der Form von Nachricht 1 erhalt
(Formel 2), schickt er die Anfrage nach einem Schéissel an Trust wie in Nachricht
2 festgelegt.

Die Verschlusselung wird mit Hilfe der zweistelligen Funktion \encr" b eschrieben.

Das erste Argument der Funktion ist die zu verrschusselnde Nachricht und das zweite
Argument der benutzte Schiussel.

Alle Symbole die mit einem kleinenx anfangen, bezeichnen Variablen.
Die Funktionen nb und tb generieren Bob's Zufallszahl und Ablaufdatum
aus xna, xa's (Alice's ) Zufallszahl.
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Formalisierung der Eigenschaften des Protokolls

|3. E(Kat, B, Na, Kab, Tb), E(Kbt, A, Kab, Tb), Nb ]

(5) Tk(key(at,a))) ™ Tk (key(bt, b))
(6) Vxb, xnb, xa, xna, xbet, xbt, xat, xk
[(M (sent(xb, t, triple (xb, xnb, encr(triple (xa, xna, xbet), xbt)))) "
Tk (key(xbt, xb)) * Tk (key(xat, xa))) !
M (sent(t, xa, triple (encr(quadr(xb, xna, kt (xna), xbet), xat),
encr(triple (xa, kt (xna), xbet), xbt),
xnb)))]
(5) Trust besitzt die Schlussel #ir Alice und Bob und ...
(6) ... antwortet entsprechend des Protokolls auf Nachricht 2.

Entschlusselung wird hierbei durch Uni kation mit einer entsprechenden Termstruktur
realisiert, wobei zustzlich uberpruft wird, dass Trust die bensetigten Schlussel auch
besitzt.

Trust generiert den neuen Schbissel durch die Funktionkt aus der Zufallszahlxna.
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Formalisierung der Eigenschaften des Protokolls

|4. E(Kbt, A, Kab, Tb), E(Kab, Nb) |

(7) Vxnb, xbet, xk, xm, xb, xna
[M (sent(t, a, triple (encr(quadr(xb, xna, xk, xbet), at), xm, xnb)) !
(M (sent(a, xb, pair(xm, encr(xnb, xk)))) * Ak (key(xk, xb)))]

(8) Vxbet, xk, xnb, xa, xna
[M (sent(xa, b, pair (encr(triple (xa, xk, tb (xna)), bt), encr(nb(xna), xk))) !
Bk (key(xk, xa))]

Formel (7): Alice antwortet in korrekter Weise auf Nachricht 3 und merkt sich den
neuen Schussel.

Formel (8) beschreibt Bob's Verhalten nachdem er Alices Nachricht erlalten hat.
Bob entschlusselt die Nachricht und extrahiert den neuen Schiissel.
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Formalisierung des Angreifers

Der Angreifer wird als unermedlicher Hacker implementiert, der keine
Meglichkeit unversucht lasst, das Protokoll anzugreifen.

Er hert alle Nachrichten ab und zerlegt sie in ihre Bestandteile solange er
dazu nicht einen Schhbissel braucht, den er nicht hat.

Die Bestandteile werden dann auf jeder Art und Weise zu neueMachrichten
beliebiger Lange komponiert.

Jeder Bestandteil wird als Schussel in Betracht gezogen und sowohl zum
verschiisseln als auch zum entschisseln verwendet.

Alle so generierten Nachrichten werden verschickt.

Die Menge aller Nachrichten(teile), die der Intruder so erhalt, wird durch
das Pradikat \ Im" ausgedreickt.

Der Angreifer

Die Teilnehmer (Participants) sind Alice, Bob, Trust und Int ruder:
(9) P(@) "~ P(b) ™ P(t) ~ P(i)

Intruder hert alle Nachrichten ab.
(10) Vxa, xb, xm[M (sent(xa, xb, xm)) ! Im(xm)]

Er dekomponiert und entschhkisselt alle Nachrichten, soweit er daéir den Schhissel
besitzt.

(11) Yu, v[Im(pair(u,v)) ! (Im(u) ~ Im(v))]

(12) Yu,v,w[im(triple (u,v,w)) ! (Im(u) * Im(v) ~ Im(w))]

(13) Vu,v,w, z[Im(quadr(u,v,w,z)) ! (Im(u) * Im(v) * Im(w) " Im(z))]
(14) Yu,v,w[(Im(encr(u,Vv)) * Ik(key(v,w)) ! Im(u)]
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Der Angreifer

Alle Nachrichten(teile) werden auf alle meglichen Arten neu komponiert.

(25) Yu,v[(Im(u) ™ Im(v) ! Im(pair(u,Vv))]

(16) Vu,v,w[(Im(u) » Im(v) ~ Im(w)) ! Im(triple (u, v, w))

(17) Yu,v,w, z[(Im(u) * Im(v) * Im(w) ~ Im(z)) ! Im(quadr(u,v,w, z))
Jeder Nachrichtenteil wird auch als Schbissel aufgefasst und zur Verschisselung
benutzt.

(18) Yu,v,w[(Im(v), P(w) ! Ik(key(v,w))]

(19) Yu,v,w[(Im(v), P(w), Ik(key(v,w))) ! Im(encr(u,Vv))]

Der Angreifer schickt alles was er hat an jeden.
(20) ¥x,y, ul[(P(x) ~ P(y) ~ Im(u)) I M(sent(x,y, u))]
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Formalisierung

Zum Schluss mussen wir noch formalisieren was es bedeutet, dass der
Angreifer Erfolg hat.

Dies ist dann der Fall, wenn er einen Schissel zur Kommunikation mit Bob
hat, von dem Bob glaubt, es sei ein Schiissel #ir Alice.

Ix[Ik (key(x, b)) * Bk (key(x, a))]
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Automatische Analyse

Die Formalisierung des Protokolls, Formeln (1)-(8) zusammen mit den
Angreiferformeln (9)-(20) und der Erfolgsbedingung fur den Angreifer kann
man nun in einen Theorembeweiser eingeben.

Dieser antwortet \erf ullbar".
Das beweist dann automatisch, dass der Angreifer das Protoddl brechen
kann und der kritische Schhissel die ZufallszahINa ist.
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Beispiel: Sicherheitsprotokolle

Was kann passieren?

Charlie fangt die letzte Nachricht von Alice ab.
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Beispiel: Sicherheitsprotokolle Beispiel: Sicherheitsprotokolle

@ Intruder schickt die Nachricht 5:

Was kann passieren? E(Kbt, A, Na, Tb), E(Na, Nb) an Bob. Was kann passieren?
Das Problem des Protokolls liegt darin, dass die Nachricht

E(Kbt, A, Kab, Tb) in Nachricht 4 und die Nachricht

E(Kbt, A, Na, Tb) in Nachricht 2 fast identisch sind.

Die beiden Nachrichten unterscheiden sich nur an der 2. Posion.

(Nachricht 4 enthalt dort den SchlusselKab,

Nachricht 2 die Zufallszahl Na.)

Da der Intruder alle Nachrichten lesen und auch selbst
Nachrichten schicken kann, fngt er also Nachricht 4 ab,
wiederholt den obigen Teil aus Nachricht 2 und &gt

E(Na, Nb) hinzu.

Die beiden Zufallszahlen wurden bereits unverschisselt verschickt

.
Charlie schickt eine vemnderte Nachricht an Bob. Bob startet Kommunikation mit Alice ...
585
Beispiel: Sicherheitsprotokolle Beispiel: Sicherheitsprotokolle
Was kann passieren? Was kann passieren?
Bob entschlusselt die Nachricht und denkt, sie komme von Alice, ... aber spricht in Wirklichkeit mit Charlie.

und dassNa der sichere Schlissel zur Kommunikation mit Alice ist.
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Beispiel: Sicherheitsprotokolle

Der Fehler ist tatsachlich leicht zu beheben.

Mit ein wenig Erfahrung erkennt man aus der Ausgabe des The@mbewei-
sers, wie es geht.

Dieser Angri | asst sich reparieren, in dem man die Elemente des Protokolls
typisiert, so dass Zufallszahlen und Schissel nicht mehr austauschbar sind.

Dies lasst sich dann auch wieder formalisieren;
der Theoremenbeweise antwortet jetzt \unerfullbar".
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Beispiel: Sicherheitsprotokolle
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Andere Anwendungsbereiche

VERIFIKATION

MATHEMATIK
Aufgaben Aufgaben
« Beweisen - Programme

« Beweisuberprufung

Theorien

 Zahlen
* Polynomen

* Funktionen auf
Zahlenbereichen

 Korrektheit

« Terminierung
- reaktive/hybride

Systeme

* Sicherheit

Theorien
e Zahlen
« Datentypen
« Funktionen auf

Beispiel: Geometrie
(A1) VxVyVuwv(T (x,y,u,v)! P(x,y,u,V)

(A2) Vxvy VUV (P(x,y, u,V)! E(X, Y.V, u,V,y)

(A3) T (a, b, c,d)

AL~ A2~ A3!  E(ab,d,c,d,b)
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« Algebren Zahlenbereichen
Andere Anwendungsbereiche
MATHEMATIK VERIFIKATION
Aufgaben Aufgaben
« Beweisen - Programme

« Beweisuberprufung

Theorien

* Zahlen
* Polynomen

* Funktionen auf
Zahlenbereichen

« Algebren

« Korrektheit

* Terminierung
- reaktive/hybride

Systeme

* Sicherheit

Theorien
e Zahlen
« Datentypen

« Funktionen auf
Zahlenbereichen

Beispiel: Programmveri kation

int [| BubbleSort (int[] a) f

inti,j,t;
for(i:=ja L;i>0i:=1i 1)f
for(j:=0;j<i;j:=j+1) f
if (alj]> afj +1]) ft := afj];
afj] .= afj +1;
afj +1] == tg;

lgg return ag
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Andere Anwendungsbereiche

Beispiel: ETCS Fallstudie

Controllers
MATHEMATIK VERIFIKATION
Aufgaben Aufgaben
« Beweisen - Programme
. isu f * Korrektheit
Beweisuberprufung - Terminieruing i
- reaktive/hybride
; Systeme
Theorien - .
« Sicherheit |I
« Zahlen 1 Uberprufe:
* Polynomen Theorien Kein \over ow"
« Zahlen Substanzen in der richtigen Proportion
. Funktionen_auf « Datentypen I ... andernfalls:
Zahlenbereichen « Funktionen auf Tank kann in ~ 200s geleert werden.
* Algebren Zahlenbereichen
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Weitere Anwendungebereiche
Controllers
MATHEMATIK VERIFIKATION
Aufgaben Aufgaben
« Beweisen - Programme
. isu f * Korrektheit
Beweisuberprufung T )
- reaktive/hybride
: Systeme
Theorien - .
« Sicherheit Zugkontrollsysteme
* Zahlen .
« Polynomen Theorien
« Zahlen
. Funkt|onen_auf « Datentypen
Zahlenbereichen « Funktionen auf Task: Keine Kollision
* Algebren Zahlenbereichen
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AVACS: ETCS Fallstudie [Jacobs,VS'06,'07; Faber,Jacobs,VS'07]

braking + reaction

distance
Anzahl der Zuge: n>0 z
Minimaler sicherer Abstand laiarm > 0 R
Minimale / maximale Geschwindigkeit : 0 min < max R
Zeit zwischen Updates: t>0 R
Zugpositionierung vor/nach Update: pos, pod :Z! R

Beispiel: ETCS Fallstudie

AVACS: ETCS Fallstudie [Jacobs,VS'06,'07; Faber,Jacobs,VS'07]

RBC
i P (‘Qé
braking + reaction
distance
Update(pos, pos”) : Vi (i=01! pos(i)+ t min pos(i) pos(i)+

Vi(O<i<n” pos(i 1)> 0 ™ pos(i 1) pos(i)

I pos(i)+ t min pos’(i) pos(i)+

Induktive Invariante: Keine Kollision Sicher(pos) :
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t max)

t max)

Sicher(pog)® Update(pos, pos®)”: Sicher(pos®) =2 | Vi, j(i<j! pos()> pos())

Ialarm
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Weitere Logiken

Alternativen zur klassischen Logik

Erweiterungen der klassischen Logik
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Weitere Logiken

Alternativen: z.B. Mehrwertige Logiken

Ausgangspunkt fur die Entwicklung mehrwertiger Logiken war die Frage, ob
Annahme, das es nur zwei Wahrheitswerte 0 (falsch) und 1 (wah) geben
kann nicht zu Einschrankungen fuhren kann.

Fur Aussageneber die Zukunft stellte bereits Aristoteles diese Frage, ndem
er argumentierte, dass die Wahrheit einer Aussage wie

\Morgen wird eine Seeschlacht statt nden"
erst am Abend des morgigen Tages feststehen wird und dass sieis zu
diesem Zeitpunkt noch als unbestimmt betrachtet werden mus.
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Weitere Logiken

Alternativen: z.B. Mehrwertige Logiken.
Wahrheitswerten: MengeW mit 0,1 2 W
z.B: W = f0,1, unbekanntg
W =f0,2% 2 :::, 21 19 oderw =10,1].

‘n'n?’

In neuerer Zeit haben mehrwertige Logiken im Bereich der Inbrmatik hohe
praktische Bedeutung gewonnen.

Sie ermeglichen den Umgang mit der Tatsache, dass Datenbanken nich
nur eindeutig bestimmte, sondern auch unbestimmte, fehlewnle oder sogar
widerspruchliche Informationen enthalten kennen.

Weitere Logiken

Erweiterungen:

In einer nichtklassischen Erweiterung der klassischen Lak werden
zusatzliche logische Operatoren hinzugedigt.

Modale Logiken: Zusatzliche logische Operatoren:
\2": steht f ur \Es ist notwendig, dass...".
\3": steht fur \Es ist meglich, dass...".

Dynamische Logik: Zusatzliche logische Operatoren:
[ .<> , Programm.
[ JF: F gilt nach jeder Ausfehrung von

<> : es gibt eine Auskihrung von nach derF gilt
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Weitere Logiken

Erweiterungen:
In einer nichtklassischen Erweiterung werden zustzliche logische Operatoren
hinzugefugt.

Temporale Logiken: Erweiterungen der Logik, durch die zeitliche
Ablaufe erfasst werden lennen.

Die Aussagenlogik kann Aussagen, deren Wahrheitswerte sicmit der
Zeit andern, nicht oder nur mit Muhe adaquat behandeln.

So ist \Es regnet" nur wahr, wenn es am Ort und zur Zeit der
Ausserung gerade regnet, sonst nicht.

Klassische Logiken mhlen daher denAu erungszeitpunkt zu den
Wahrheitsbedingungen.
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Weitere Logiken

Erweiterungen:

In einer nichtklassischen Erweiterung werden zuatzliche logische Operatoren
hinzugefugt.

Temporale Logiken: Erweiterungen der Logik, durch die zeitliche
Ablaufe erfasst werden lennen.

Zeitlogiken fuhren Operatoren ein, so dass jeder Fall de”Ausserung
des Satzes unter denselben Wahrheitsbedingungen steht.

Diese Operatoren lassen es zu, di erenziertere zeitliche Assagen
logisch zu analysieren, so dass der Wahrheitswert von \Es ha
geregnet”, \Es wird regnen”, \Es regnet immer" von der Erf ullung von
\Es regnet" zu bestimmten Zeitpunkten abh angig ist.

Temporale Logik wird in der Informatik f er die Programm Spezi kation
und Veri kation benutzt.
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Logik heherer Stufe

Logik heherer Stufe erweitert die Pmdikatenlogik erster Stufe um die
Meglichkeit, uber alle Relationen/Funktionen zu quanti zieren.
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